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1 Résumé du cours

1.1 Rappels d’analyse

1.1.1 Fonctions usuelles

2 —+
valeurs dans R.

[ e VxeR}, In'x=1/x

(s P e limg+ In = —oo et lim oo In = +o00
-1 4 2 3 4 5 « Pour tout a,b € R} :

—x—In(x)
_2 .
3 Inab = Ina+Inb
ad Ina/b = Ina-Inb
o In est défini¢ et dérivable sur R}, a Ina’ = blna

=]

[exp]
Rl
o exp est définie et dérivable sur R, a
- valeurs dans R .
- e VxeR, exp'x=expx
L o lim_qoexp =0 et lim oo exp = +oo
T e Pourtout a,beR, nez:
, 4 5
| ——x—In(x)
=2 —x—exp(x) exp(a+b) = expaexpb
-3 exp(a—b) = expalexpb
—4 X exp(na) = (expa)”
[oin ctarcsin]
I
e '
. arcsin est :
LT Vad -" o définie sur [—1,1] a valeurs dans
: _ax

L2zl
« impaire.

o dérivable sur ]-1,1[
e Vxel]-1,1],

1

V1-x2

arcsin’ x =

1 — X+~ arcsinx
2

I COSs et arccos I
e———

arccos est :
o définie sur [—1,1] a valeurs dans

. (0,71.
—— X —— arccos. o dérivable sur |-1,1[
- - X cosx e Vx € ]-1,1[, arccos’'x =
-1
1-x2
Il \n
< T T
T :
N 3:
~
_1 B *.#.-




[tan et arctan | Opérations et dérivées |
—_— ————

i
l
+ =f'+ o =g x <]
e définie sur R a valeurs dans f+er=f+g Ueg)y =g x[o8)
s ]’%% : AP =Af" ,\ désignant une constante | (u")' = nu""'u' (neN, n=2)
¢ impaire 1Y nu'
1 « dérivable sur R . (fe) =f'g+fg (—n) =——1 (eN, n=1)
‘ o VXeR, arctarﬂx:i2 1V / u u
" . 1+x o & uy — o ol
7 e limarctan = —7t/2 et limarctan = +1/2 =- () =u'e
1 -0 +00 g /g , ,
- u
(i)zfg ng anlupy’ = &
g g u
- -|x— tanx s . ’ 7 a1
x—x Plus généralement, si u>0: VacR,
— x— arctanx
! Primitives des fonctions usuelles !
IMI Dans chaque ligne, F est primitive de f sur 'intervalle I. Ces primitives
\ - i - T S ‘
\ 6 . sont I uniques a une constante pres Inotee C.
\ o définie sur R a valeurs dans [1, +ool.
\ 5T « paire
\ 4l o dérivable sur R | fx | I ‘ F(x)
\ e Vxe]-1,1[, ch'x=shx .
\ 34 « limch = +oc0 a*(aeRi\{1}) | R nma‘+C
\ +00
\ | shest: . X (aeR\(-1}) | R: x4+ C (xeR)
\ 2 7/ o définie sur R a valeurs dans R.
NSRS + impaire sh(x) R ch(x)+C
e dérivable sur R
Loepa | | e Vxe]-1,1[, sh’x=chx ch(x) R sh(x) +C
I T 7 o T T . i - . —
3 -2 -1 1 2 limch = —oo et limch = +oo -t == | R th(x)+C
Xy em¥ L -1,1 in(x) +
ol che = © +2e Y ]-1,1[ | arcsin(x)+C
1
-3 4+ —-x—chx — eX—e™X o2 R arctan(x) + C
— x—shx shv = 2
N E Y - —
4 x 2 ! Opérations et primitives !
chx+shx = ¢* - = .
ST —x On suppose que u est une fonction dérivable sur un intervalle I
chx-shx = e n+l
chest: -6 — ch®x-sh®’x = 1 o Une primitive de u'u" sur I est P (neN*)
- u 1
|_| o Une primitive de Z sur I est —
th ’
Ml N u
e Une primitive de — sur I est —71.0: eN,n=2.
un (n—=1)u"~
!
s u
¢ Une primitive de 7 sur I est 2y/u (En supposant u > 0 sur L.)
u
u!
1 ’ === thest: o Une primitive de ” sur I est In|ul.
//‘" o définie sur R 2 valeurs dans ]-1,1[ o Une primitive de /e sur I est e”.
2 Plus généralement, si u >0 sur I et si a € R, une primitive de u/u® sur I est :
| | O | | g p
T T U‘/‘ T T h
-2 o1 70 1 2 thx= sh—x 1
2 chx pa_ J——u"t+C siaeR\{-1}
T N uu“=4a+l
" e xe—th o dérivable sur R Inu +C sia=-1
..... X— x e VxeR th'x=——=1-th?x
ch“x
e limth=-1etlimth=1
—00 +00

1.1.2  Equations différentielles

! Dérivées des fonctions usuelles !

Dans chaque ligne, f” est la dérivée de la fonction f sur I'intervalle I. w.
On suppose que :
!
| f ‘ I ' @ I est un intervalle de R.
« * o-1
x* (aeR) | RY °1‘x @ a est une fonction continue définie sur I et a valeurs dans K.
Inx 10, +oo[ T Alors les solutions de 1’équation différentielle homogene normalisée :
e* R e’ 7
[viel,  yw+awym=0 ®]
sinx R cosx
. sont données par les fonctions :
cosx R —sinx
T T P T
tanx —~+kn,~+kn|, keZ | l+tan®x=—p I — R
2 2 COS“ X Paiy p L e AW
arcsin(x) | ]-1,1[ #2
1-x
arccos(x) | ]-1,1[ 1_—1v2 ol a € K et out A est une primitive de a sur L.
arctan(x) | R L
Lis? |SK(E):{tHue’AquEK}I
ch(x) R sh(x)
sh(x) R ch(x) | variation de 1a constante |
200y = 1 . - . Lo
th(x) R 1-th"(x) = e Avec les notations précédentes, on cherche une solution particuliere de y' +ay = b




sous la forme £ — a(¢) ™2 avec o qui vérifie :

viel, [d@®e ™ =p|

I TRED 2 dans R I

Soit a, b, c € R avec a # 0 et (E) I’équation différentielle :
VteR, ay"(0)+by' (t)+cy(t)=0.

On note A le discriminant de 1’équation caractéristique aX?+ bX + ¢ = 0 associée a (E).

diverge sia< -1
n 0siae]-1,1[
n—too | 1sia=1

+oosia>1

! Suites négligeable devant une autre !

Définition : Soient (u,,) et (v,,) deux suites. On dit que (u,) est négligeable devant
(vy,) lorsqu’il existe une suite (€,) convergent vers 0 et un rang N € N tels que :

Vnz=zN u,=¢g,v
A | Racines de 1’équation caractéristique | Solutions de (E) non

R — R Si tel est le cas, on note :

A>0 Deux racines simples 7 et r: : =
P 1 2 Pap { t — aef+pep! 7 n—o+co(U")

R R Proposition : Soit (u,) et (v,) deux suites. On suppose que (v,) ne s’annule pas

A=0 Une racine double ry Pap: { P (ar+p)e]* a partir d’un certain rang. Alors :
R R up= o (vy) <= )
A <0 | Deux racines complexes conjuguées I + i® Pop: { PR [O(COS (1) +Bsir (w[)] o T p—teo vy N—+oo
ou o,p eR.

1.1.3  Suites

! Théoreme d’encadrement !
On considere trois suites : (u,), (v,) et (wy,) . On suppose que :

G e

@ Les deux suites encadrantes (v,) et (w,) convergent vers une méme limite /

alors la suite (u,) converge vers [.

U, < wy, a partir d’un certain rang.

De méme, si :
@ Uy < Up & partir d’un certain rang.

@ limv, = +oo

alors lim u,, = +oo.

! Théoréme de la limite monotone !

Soit (1) une suite réelle. On suppose que :

@ (uy) est croissante.
@ Si (uy,) est majorée par un réel A € R

alors (u,) converge vers une limite finie Je Ret [ <A.

I Suites adjacentes l
—

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. On dit que (u,) et (v,) sont adjacentes
lorsque :

@ (uy) est croissante
@ (vy) est décroissante

Ces deux suites sont convergentes et convergent vers la méme limite / € R. De
plus :

Up—up——0
n—+oo

VneN, up<l<v,

! Limite d’une suite et continuité !

Soient f:1— R et ac€ I Soit une suite (1,) de points de L. Soit [ € I. On suppose

que :
U, ——a

) s
() o —1

alors f(up) —_ IR

—| Convergence d’une suite géométrique I—

Soit (1) la suite géométrique de raison a € R et de premier terme 1: Vn,

Up =
a.

! Croissances comparées !

Soient a>1, a>0et >0 alors :

nmP= o (
n—-+

nl= o

a"= o (n!)I
n—+00

I Suites équivalentes l
—]

Définition : Soient (u,,) et (v,) deux suites. On dit que (u,,) est équivalente a (v,,)
lorsqu’il existe une suite («,,) convergent vers 1 et un rang N € N tels que :

VnzN u,=a,u,

Si tel est le cas, on note :

un n—~+co yn
Proposition : Soient (u,) et (v,) deux suites. On suppose que (v,) ne s’annule
pas a partir d’un certain rang. Alors :

Un

" p—too

! Opérations sur les équivalents !

On peut effectuer des :

o produits d’équivalents

« quotients d’équivalents.
« puissances d’équivalents.

o Sommer des équivalents.
o Composer des équivalents. En
particulier, il ne faut par :

e Prendre des logarithmes
d’équivalents.

e Prendre des exponentielles

Par contre, il ne faut pas : d’équivalents.

I Equivalents usuels I
— ]

Soit (1) une suite réelle telle que

alors :
1 6 [[A+u)*-1] ~ (xunl
n—+oo
-
2 |tanu, Up («eR").
n—+00
&
3 |In(Q+u,) ~ u,
n—+oo
u? 8 |1-chu, ~ _
4 |[l-cosu,] ~ ¢ M p—too 2
n—+oo
5 |[le"—1] Un 9
n—+oo

! Suites définies par récurrence !

Soient I un intervalle de R, f : I — R et a € I. On suppose que I est

un intervalle stable par f. On considere la suite récurrente (u,) construite par




Uy =
VREN, upsr = f(uy)
o Si f est croissante sur I alors (u,) est monotone et :

1. Si ug < f (up) alors (u,) est croissante.
2. Si ug = f (up) alors (uy) est décroissante.

e Si f est décroissante sur I alors (u,) a ses deux sous suites (u2y) et (Uzp+1)
monotones et de sens contraire.

1.1.4 Séries numériques

I Définition d’une série ]
—_

On considere une suite () neny @ valeurs réelles (ou complexes). On lui associe la
suite des sommes partielles (S ;) nen définie par

n
vneN, S,=)Y u
k=0

— On appelle série de terme général u,,, la suite (S,) de terme général S,, que I’on
note " uy,.

— On dit que la série Y u, converge si et seulement s’il existe S € R tel que
Sn S. Sinon, on dit que la série ¥ u,, diverge.
n—+oo
— Lorsque la série Y u, converge, on dit que S est la somme de la série et ’on
+00
note S =Y uy,.

n=0

! Critere de comparaison !

Soient Y u, et )" v, deux séries.

@ Les deux séries sont a termes positifs : VneN, u, =0et v, =0.

@ vneN, u, <vy.

Alors :

+00

a. Si la série Y v, converge, alors la série Y u, converge également et Z up <
+00

Y vn.
n=0

b. Sila série Y u, diverge, alors la série }_ v, diverge également.

n=0

[ Séries de Riemann ]
B |

Soit a € R. On appelle série de Riemann la série

+00

n=1 n®

— Si a> 1, la série de Riemann converge.
— Sias< 1, la série de Riemann diverge.

I Critere d’équivalence ]

| E - —— |
Soient deux séries Y. u, et Y v,. On suppose que :

CORRND

@ A partir d’un certain rang, v,, > 0.

Alors a partir d’un certain rang, u,, =0 et les séries Y u, et }_ v, sont de méme nature.

[ Regle de d’ Alembert ]
| S ——

Soit une série ¥ u,. On suppose que :

@ VYn=ng, up>0.

(n) = keR. (= 0, +o00)).
u, n—+oo
Alors

a. Si0<k<1,lasérie Y u, converge.
b. Sik>1,lasérie ¥ u, diverge.

c. Si k=1, on ne peut rien dire en général.

4| Une série absolument convergente est convergente !

2. f n’est pas majorée et alors f(x) T oo
X—=b

—| Fonction négligeable devant une autre I—

Définition : Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. On dit
que f (x) est négligeable devant g (x) au voisinage de a lorsqu’il existe une fonction €
définie sur un voisinage de a telle que :

f(x)=e(x)g(x)au voisinage de a et &(x) —0

Onnote alors : f(x)= o (g)

Proposition : Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. Si g ne
s’annule pas au voisinage de a, alors :

(g) = =

0 —
—a glx) x—a

foo=

! Croissances comparées !

Soient a, B et y des réels strictement positifs.

e En+oo0:

Y — o o _ Px
(lnx) - x—z-oo [x ) et x= )C—QHX) (e )

e EnoO:

1 1
IInx|¥Y= o (—) et [ef¥= o (—)
x—0\ x x——oo\ x&

4| Fonctions équivalentes au voisinage d’un point Ii

Définition : Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. On dit
que f (x) est équivalent a g (x) au voisinage de a lorsqu’il existe une fonction a définie
sur un voisinage de a telle que :

f(x)=a(x)g(x) au voisinagede a et a(x) - 1

On note alors : f (x) a8 (x)
Proposition : Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. Si g ne
s’annule pas au voisinage de a, alors :

fx)

glx) x—a

f) ~ 80 <=

| Définition de 1a continuité |

e On dit que f est continue en a €1 si et seulement si

f(x)E»le[RI et [I=f(a)

e On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle I si et seulement si la
fonction f est continue en chaque point de I.

4| Théoreéme d’opérations sur les fonctions continues Ii

« Si f est continue sur I alors | f| est continue sur I.

o Une combinaison linéaire de fonctions continues sur I est continue sur I.

o Le produit de deux fonctions continues sur I est continue sur I.

« Le quotient de deux fonctions continues sur I est (s’il est défini) continue sur I.
o La composée de deux fonctions continues est continue.

Soit (uy,) € CN une suite complexe (ou réelle). Si la série Y-|uy,| converge, alors la
série Y u, est convergente.

1.1.5 Fonctions d’une variable réelle

! Théoréme de la limite monotone !

Soient (a,b) € R et I=]a, bl.
Si f:1a,b[ — R est une fonction croissante alors il y a deux possibilités :

1. f est majorée et alors f admet une limite finie lorsque x tend vers b. On a alors
li[mf =sup f.
b 1

—| Théoréme des valeurs intermédiaires I—

Soient I un intervalle de R et f:1— R. Soit (a, b) € I? tel que a < b. On suppose

q

ue :
@ f est continue sur [a, b].
@ fl@)<0et f(b)=0.

Alors il existe ¢ € [a, b] tel que

! Continue implique bornée !

Une fonction réelle continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes




1.1.6 Dérivation

Le taux d’accroissement de la fonction f au point a est la fonction A,y donnée
par :

INa} — R
A: [W-f@
X—a

X —

[ est dérivable au point a si et seulement si son taux d’accroissement A posseéde
une limite finie quand x tend vers a.

|fest dérivable en a <= A (x) - leR I

On note X

@ f est dérivable sur ]a, b[
@ || est majorée sur]a,b[: Ja€R,:  Vxelabl, |f(¥)]<a

Alorson a:

|fb) - f@|< sup |f (x)|Ib-al

x€la,b|

! Fonctions de classe € !

On dit que f est de classe 6" sur1 :
1 si f est n fois dérivable sur L.

2 etsila dérivée n'®M€ de f : £ est continue sur I.

! Dérivable implique continue !

e Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
o Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

4| Théoréme de dérivation de la bijection réciproque Ii

Soit f:I— R. On suppose que :

@ f est strictement monotone sur I’intervalle I.

@ f estdérivable sur I.
@ vxel, f'(x)#0

alors f réalise une bijection de I’intervalle I sur 'intervalle J = f(I) et son application
réciproque, f! est dérivable sur J et

1

BN
[f ) _frof—l

4| Théoréme d’opération sur les fonctions de classes 6" Ii

On suppose que :

@ f est g sont de classe €" sur I
alors :
o af +pg estde classe €" sur I pour tout o, € R.
fg estde classe € sur L.
§ est de classe 6" sur I (la ol ce quotient est défini).

go f estde classe 6" sur I (1a ou cette composée est définie).

I Formule de Leibnitz I

Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables sur I alors il en est du méme de la
fonction fgetona:

n
veel |(fg)™ (0= Y (Z)f(k) 0 g" ™ (x)
k=0

1.1.7 Intégration

! Théoreme fondamental !

I Théoréme de Rolle ]
Soit f : [a,b] — R. On suppose

que :
@ f est continue sur [a, b)
@ f est dérivable sur 1a, b[ e ‘

Si
@ f est continue le segment [a, b]

alors f:f(x) dux | existe.

Autrement dit, si f est continue sur le segment [a, b] alors elle est intégrable sur
[a, b).

(w) f@=f. : : —

Alors il existe ¢ € la,b[ tel que

£

! Propriétés de I’intégrale !

! Egalité des accroissement finis !

Soit f : [a,b] — R. On suppose
que :

@ f est continue sur [a, b)
@ f est dérivable sur ]a, b[

Alors il existe ¢ € ]a, b tel que

[f)-f@=f©0w-a)

4| Inégalité des accroissement finis - Version I Ii

Soit f: [a, b] — R. On suppose que :

@ f est continue sur [a, b)
@ f est dérivable sur ]a, b[
@ 1l existe (1, M) € R? tel que :

Vxela,bl, m<f'(x)sM

Alorsona:

[mb-ay<fw)-f@<Mb-a|

oient f et g deux fonctions continues sur le segment [a, b]

1

fsg:f

la,b

f[a,b] f= fla,c] I+ le,b] !

3 Comme f est une fonction réelle continue sur le segment [a, b], il existe des
réels met M tels que Vx € [a,b], m< f(x)<M.Onaalors:

f< g
1 [

a,b]

2 Soitc€la,bl.

b
m(b—a)sf fx)dx<sM((b-a)
a

’fubf(x)dx

5 On al’inégalité de la moyenne :

fla,b] fg

b
sf |f )| dx

<suplf| [ Ie

[a,b]

I Primitive I
1

4| Inégalité des accroissement finis - Version 11 Ii

Soit f: [a, b] — R. On suppose que :

Soit f une fonction définie sur une partie I a valeurs dans R. On appelle primitive
de f sur I toute fonction F:I— R telle que :

@ F est dérivable sur L.
@ vxel, F(x)=f(x)

Soit f:I—R. Si F et G sont deux primitives de f sur I alors il existe ¢ € R tel que :

G=F+c.

@ f est continue sur [a, b)



! Une formule essentielle !

ua+]
fu’u“ =qa+1

Inlul sia=-1

sia#—1

—| Théoreme fondamental de 1’analyse I—
@ Soit I un intervalle de R.

@ Soit f une fonction continue sur I

Soit a €I alors la fonction :

F_{I — R
| x — [Ifnde

est de classe €' sur I et est la seule primitive de f qui s’annule en a :

F=f et F(a)=0.

Rn

n—+o00

1 1

f f(x)dxetT, f fx)dx
0 n—-+oo 0

Rg Te

\
\WAS §§;xs§

7 i
(o] i 0 i

I Corollaire du TFA I

Soient :

@ Soit I un intervalle de R.

@ Soit f une fonction continue sur I

alorsl f admet une primitive F sur I I

Autrement dit :toute fonction continue sur un intervalle possede une primitive sur
ce segment.

1.1.8 Développements limités

I Les petits o... ]
| S —— |

) - [

ol g(x) — 0.
x—0

I Définition I

! Formule d’intégration par parties !

Soit I un intervalle de R. On suppose que :
@ u et v des fonctions de classe €' sur 1. On a :

alors :

integre

b~ b
f W) v dr:[u(r)v(mZ—f u(t)v' (0 de
a —~ a

dérive

Soient une fonction f:1— R et xp € 1. Soit n € N. On dit que f admet un dévelop-
pement limité a ’ordre n au voisinage de xo s’il existe :

un polynéme P de degré < n
une fonction € : I — R vérifiant € (x) —— 0
X—Xp

tels que
Vxel f(x)=P(x)+(x—xp)"€(x)
N

= 0 (xM)
x~a

— P estappelé partie réguliére ou partie principale du développement limité de

fen xo.
— (x—x0)" € (x) est appelé reste du développement limité de f en xo.

I Changement de variable I

[Pour calculer f:f(t) dr :]

1. On vérifie que @ : [a,p] — I est de classe € sur le segment [a, B] et que ¢ (@) =

a. ¢ (8)=b.
2. On pose x=tp(t/)
dx=q¢' (t)dt

3. Onéerit: [0 fwdu= [ fow)y¢ (1 de

(Attemion de bien penser a transformer les bornesj

[ Propriétés ]

Soit f une fonction admettant un DL d’ordre 7 en 0 alors :
o la partie réguliere du DL d’ordre 7 en 0 de f est unique.

o Si f est paire (resp. impaire) sur un voisinage (symétrique) de 0 alors la partie
principale de son DL a I’ordre n en 0 ne contient que des puissances paires
(resp. impaires).

[ Formule de Taylor ]
| E—————E |

Soit f une fonction de classe 6”**! sur un intervalle I de R. Si (a,x) € 2. Alors :

noek) g X (x—pn
f= Z%(x—a)’%f G20 ptnen) gy gy
! a

k=0 n!

— Le polyndome

n ek — —aq)"
T, =Y L2 w-af=f(@+Z2f @+...+ ZL 0 (g
rr i n!
est appelé polynéme de Taylor de f de degré n.
— L’intégrale

X (v n
R,,(x)=f G071 () g
a

n!

est appelée reste intégral.

! Formule de Taylor-Young !

Soient f une fonction de classe € sur un intervalle I de R et a € L. Il existe une
fonction € définie sur I telle que :

I Sommes de Riemann I
— I

Soit une fonction f continue sur le segment [0,1]. On définit les suites de termes
généraux

1=l (k 1 & (k

Bn=a Zf(_) =g Zf(_)

n =1

n i n

no ek
viel, fw=) oo+ - ew
k=0 *
et
e(x) —0
X—a
(k)
Autrement dit, ona ;| Vxel, fx)=X]_, % (x-a)k+ L0, (- a™ |
I Opérations sur les DLs I

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur I admettant en 0 des DL d’ordre

n:

Vrel, f®=P@+ o (x") et gW=Q@+ o (")

ou P et Q sont des polyndmes réels de degré n alors
e f+g admet un DI d’ordre n en 0 donné par, pour tout x €1 :

(f+g)@=P+QW+ o (x")
e fgadmetun DI d’ordre n en 0 donné par, pour tout x €1 :
(Fe)w=RW+ o (x")

ol R(x) est égal au produit P (x) Q (x) auquel on a retiré tout les terme de degré

>n.




« Si de plus alors go f admet un DL d’ordre n en 0 de partie

réguliere obtenue en ne gardant que les termes de degré < n dans le polynome
GoF.

¢ Si g admet une limite non nulle en 0 alors L

7 admet un DL d’ordre n en 0.

! Comment inverser un DLs !

1

8]

qu’on développe et tronque en ne gardant que les termes de degré < n.

)

On suppose que g(x) =1+ a1 x+...+apx" + oo(x"). Alors :
X

1
—avecu=—|mx+...+a,x"+ o (x")
1-u x—0
l+u+u?+...+u"+ oo(u”]

2

1= (@ x+...+ anx") + (@ x+...+ anx")’ ...+ (D" (@1x+... + apx")" 4

@ f estdérivable sur I.

@ f" admetun DL d’ordre nen 0 :

du DL de f’ et en ajoutant f (0). Pour tout x€1:

I Primitivation I
— 1

Soit I un intervalle de R contenant 0 et f:1—R. Si:

P'(x)

e e
vxel, fl)=ap+ax+...+a,x"+ o (x")
x—0

alors f admet un DL d’ordre n+1 en 0 obtenu en primitivant la partie réguliere

a a,
F)=fO+apx+—x*+...+ —x"1+ o (x"1)
2 n+l

x—0

P(x)

| ATTENTION ! On ne peut pas, en général, dériver un DL |

Formule de Taylor-Young ©

fonction € définie sur I telle que :

et

Soient f une fonction de classe €™ sur un intervalle I de R et a € L. Il existe une

n (k)
fw=y1

k=0

k'm) x-a)f+x-a)ew)

Vxel,

e(x)—0
X—a

Fonction logarithme.

L ne1 X" n
~ In(l+x) = x——+=—+=D"=—+ o (x")
2 3 n x—0
)62 )C:l' x"
Q Inl-x) = —(x+—+—+-+—|+ o (x")
2 3 n x—0
Fonction x — (1 + x)* avec a € R
ala=1)-(a—n+1)
v A+0% = l+ox+o+————x"+ oo(x")
n: X

Cette derniere formule appliquée a a = % et n=2 donne :

o (x") )
x—0 x X 2
I+x = 1+--=+ o (x)
2 8 x—0
2 9
I-x = 1-2-Z4 0 ()

2 8 x—0

Fonctions réciproques

x3 XS x211+1 o2
~ arctany = x——+——-+(-1)" + o (x*"7)
3 5 2n+1  x—0
. 1x® 13x°  135x7 204
~ arcsinx = xX+-—+——+—= + o (¥*"2)
23 245 2467 x—0
n 1x3 13x° 13547
~ arccosx = ——X-—-—-—————— ... + o (x*"*2)
2 23 245 2467 x—0

La derniére s’ obtient en remarquant que arccos x =  —arcsin x.
Légende : © = & savoir par coeur, ~~ = a savoir retrouver rapidemment.

1.2 Rappels de probabilités

1.2.1 Espaces probabilisés

4| Univers, événement, événement élémentaire Ii

Soit Q un ensemble fini.

On dit que Q est un univers.

Un élément de 2 (Q) est appelé un événement.

Un singleton {w} de Q est appelé un événement élémentaire.
L’événement impossible est &.

L’événement certain est Q

4| Traduction langage probabiliste-langage ensembliste Ii

Autrement dit, on a : | Langage probabiliste | Notations |  Langage des ensembles |
0w Univers Q Ensemble Q
vxel, fo= Z @ x-a)*+o)ax-a)" Ensemble de ,tous les événements 2(Q) Enseml,ale des parties de Q
k=0 X Epreuve weQ Elément de Q
Evénement élémentaire {w} Singleton de Q
xX— ﬁ Evénement AcQ Partie de Q
A implique B AcB A est inclus dans B
1 9 .
Q L x4 tetx"+ 0 (x") AouB AUB UmonAdeAetB
1-x x—0 AetB AnB Intersection de A et B
- L . S =D"x"+ o (x") Evénement contraire de A : A A°ou Q\A | Complémentaire de A dans Q
I+x x=0 A mais pas B A\B:=ANB° Différence symétrique
1 9 P 9 2, . - . .
~ — = 1+x7+xt 42 0 (22 Evénement impossible 1] Partie vide
1-x X0 Evénement certain Q
Evénements incompatibles AnB=g Parties disjointes
Fonctions exponentielle et hyperbolique
o
© e = l+x+—+—+-+=—+ o (x") Regles de calcul
2 3 n x=0 | S ———
4 2n , Soient A,B,C € 22 (Q). Alors :
© o chx = 1+=—+Z 4. + o (x*™h) ! @ s
20 4l @en!  x—0
5 2n+1 1 An(BuC)=(AnB)U(ANC), 5 (A9 =A,
©  shx = x+=+Z =+ o (x¥"})
31 5 @n+1)!  x—0 2 AUBNC)=(AuB)N(AUCQ), 6 Q°=0,
N 5
—~ tanhx = x——+224 oo(xs] 3 AUA‘=Q, 7 (AUB)°=A°NBC,
5 x—
4 AnA°=g, 8 (ANB)°=A°UB‘.
Fonctions trigonométriques. Les deux dernieres égalités sont connues sous le nom de lois de Morgan.
2
Q cosx = I1-Z4+X iy 00[x2"+1) [Toide probabilitél
2! ! 2n)!  x— —_—
3 2nl A On appelle probalibilité sur un univers Q une application P : 22(Q) — [0,1] telle
© sinx = x—-—+=——-+(-1" + o (x*"7) que :
3! 5! (2n+1)!  x—0 :
3 2xb 1 POQ)=1,
~ tanx = x+—+— oo(xe) @
x>

2 Pour tout couple (A,B) de parties de Q disjointes, on a :

P(AuUB)=P(A) +P(B).




4| Espace probabilisé, Espace probabilisé fini Ii
On appelle espace probabilisé 1a donnée d’un couple (Q2,P) ol Q est un univers et
P:22(Q) — [0,1] est une probabilité sur Q.
Un univers probabilisé (Q2,P) est dit fini si Q est un ensemble fini.

—| Reégles de calcul avec une probabilité I—

Soit (Q2,P) un espace probabilisé et soient A,B € 22(Q) deux événements. Alors :

1 P@)=0,

2 Complémentaire ;| P 1-P(A) |,

3 Croissance : si A < B alors
P(A) +P(B\ A) = P(B). En par-
ticulier P(A) <P(B),

6
4 Union:|P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANnB) I,

ments deux a deux incompa-
tibles alors

—_

n
=Y P@AY |
k=1

n
P(UAk
k=1

Formule du crible (hors pro-
gramme) :

indépendants si et seulement si

=[[P@y.

i€l

vic[1,n], P(ﬂA,-)

iel

1.2.2 Variables aléatoires et lois de probabilités

I Variable aléatoire ]

Soit Q un univers. On appelle variable aléatoire sur Q une application X: Q — E
ou E est un ensemble. Lorsque E c R, la variable aléatoire X est dite réelle.

4| Loi de probabilité d’une variable aléatoire Ii

Soient (€2, P) un espace probabilisé et soit X : Q — R une variable aléatoire réelle
définie sur Q. Notons Q' =X(Q) I'image de Q par X. L’application

Py :{ 9&9’]

— R

5 Union disjointe : Si (Ag)keq1,n
est une famille finie d’événe-

P(u;‘:lA,‘) = ?:1(—1)k+] Yisij<.<iz<nPAj N.

SNAj

— PX'W)

! Probabilité conditionnelle !

Soit (Q,P) un espace probabilisé et soit B € 22(Q) tel que P(B) > 0. On définit une
probabilité sur Q, notée Pg(A) ou P(:|B) , et appelée probabilité conditionnelle sachant
B, en posant : pour tout B € 22(Q),

P(AnB)

Pp(A) = PB)

! Systeme complet d’événements !

Soit (2, P) un espace probabilisé. On appelle systéme complet d’événements toute
partition de Q c’est-a-dire tout famille de sous-ensembles (A, ...,A,) de Q telle que

n
UAi=Q et Vi jell,nl, i#j= AjnAj=2.
i=1

! Formule des probabilités totales !

Soit (A;)ef1,, un systeme complet d’événements. On suppose que :

@ Viell,nl, P(A)>0

alors on a la formule des la probabilités totales :

P(B) = P(A)Pa,(B) ||

i=1

VBe 2(Q),

est une loi de probabilité sur Q' appelée loi de probabilité de la variable X. Par suite,
(€, Px) est un espace probabilisé.

—| Propriétés des fonctions de répartition I—

Soit X: Q — R une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (€, P) et soit
F sa fonction de répartition d’. Alors :

1. limy—._ o F(x) =0, limy— ;oo F(x) = 1,
2. Pour tout a < b, P(a <X < b) =F(b) - F(a),

3. F est croissante,

! Espérance d’une variable aléatoire !

On appelle espérance de la variable aléatoire réelle X : Q — R le réel noté E(X)
donné par
EX) = Y P(w)X(w).

weQ

! Une propriété de I’espérance !

Soit X une variable aléatoire et a,be R, on a :
E(aX+b) EX)+b§

_| L’espérance est linéaire sur 1’espace vectoriel des variables aléatoires I_
Soient X: Q —Ret Y:Q — R deux variables aléatoires réelles et o, € R alors

[E@X+pY) = aE () +BEW) |

—| Formule des probabilités composées !

Soit (Aj)jef1,m des événements dont I’intersection est de probabilité non nulle. On
ala formule des probabilités composées :

| P(A1nAzN...NnA;) =P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 NA2)...P(A4IA1 NA2N...NA,-1) I

[ Formules de Bayes ]
| E—————— |

— Soient A et B deux événements d’un espace probabilisé (Q2,P). On suppose que
P(A) >0 et P(B) > 0 alors on a la formule de Bayes :

P(BJA)P(A)

P(AIB) = PE)

— Soit (Aj) jeq1,n) un systeme complet d’événements de probabilités non nulles et
soit B un événement de probabilité non nulle alors on a la généralisation de la
formule de Bayes :

P(BIA/)P(A))

PO = S s mianpay |

! Evénements indépendants !

Deux evénements A et B d’un espace probabilisé (Q,P) sont dits indépendants si

et seulement si P(ANB) =P(A)P(B).

4| Variance et écart type d’une variable aléatoire Ii

On appelle variance d’une variable aléatoire X : Q — R le réel noté V(X) donné
par :

VX) =E(X-EX)?).

L’écart type de la variable aléatoire X, noté o (X) est alors donné par o(X) = v/V(x)

! Relation de Kcenig-Huygens !

Soit X : Q — R une variable aléatoire. On a
V(X) = EX?) - (EX))* ||

! Une propriété de la variance !

Soient X: Q — R une variable aléatoire et a, b € R. Alors
V(aX+b) = a>v(X) ||

I Inégalité de Bienaymé-Tchebychef I

Soit X : Q — R une variable aléatoire. On a I’inégalite de Bienaymé-Tchebychef :

2
VeeR;, P(X-EX)I=¢)< (@) .

Evénements mutuellement indépendants I
Les événements Aj,...,A, d’un espace probabilisé (Q,P) sont dits mutuellement

I Loi uniforme I
——

Soit n. € N*. On dit que la variable aléatoire X suit la loi uniforme si et seulement



si X peut prendre les valeurs 1, 2, ..., n avec la probabilité %

! Racines ni®M€ de I'unité I
Py: { ,nl — UIQ On appelle racine 71M€ de ’unité un nombre complexe & tel que :
x — 1
=11
Si X suit la loi uniforme alors
n+l -1 On notera Uy, I"ensemble des racines 7M€ de I'unité.
EX) = 2 et VX) = 2
1l existe exactement 7 racines 7'°™M€ de 1’unité. Elles sont données par :
ILoi de Bernoulli ] Vkel0,n—1], |[&
Soit 0 < p < 1. On dit que la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli A(p) de
parametre p € [0,1] si et seulement si X peut prendre les valeurs 0 ou 1 avec, respecti- Autrement dit :
Geel o1 . 2ik
vement, les probabilités g=1—-petp: U, = {e ikn | kelo,n— 1]]}
0,1} — R
Px g six=0 (Uy, x) est donc muni d’une structure de groupe commutatif.
X  —
p six=1 Lo
En particulier, pour tout §,&' € Uy, :
Si X suit la loi de Bernoulli #(p) alors

3 SieU,, alors son inverse % €

Uy. De plus, ona :
1 & eU,.
EX)=p et VX) =pgqg

1 -
2 leU,. -=¢
oung=1-p.

4| Loi binomiale ou loi des tirages avec remise Ii

k=3 k=2 k=2 k=1 k=2 k=1 k=1 k=0
P’ v’ pa  pd®  p*a  pd*  pd 7 :
| | | | | | | | we
P q p q P q P q
p q P q >
\/ \/
P q
R

Uy
Soient p € [0,1] et n € N*. On dit que la variable aléatoire X suit la loi de binomiale
AB(n,p) de parametres p si et seulement si X peut prendre les valeurs 0, 1, ..., n avec

les probabilités PX = k) = [Z)pkq"’k ol ¢ =1—p. Saloi est donc donnée par :

[0,n] — R

Px: k — (z)pkqnfk‘

et

oung=1-p.

Us
1.3 Rappels d’algebre
1.3.1 Nombres complexes

—l Racines ni®M€ d’un nombre complexe I—
4| Groupe U des nombres complexes de module 1 Ii

Soit z € €. On appelle racine niM€ du nombre complexe z tout nombre com-
plexe & vérifiant :

Nous noterons U, I’ensemble des
nombres complexes de module égal a
1:

Si z un nombre complexe non nul de module p et d’argument 6. Alors z admet n
: ieéme & .
) U={(zeCllzl=1) racines 7 données par :

Vkel0o,n—-1], |Zr=p

—| Racine carrée d’un nombre complexe I—

Soit a € C. On appelle racine carré de a une racine deuxieme de a, c’est-a-dire un
complexe & tel que : &2 = a. Tout nombre complexe non nul posséde exactement deux
. . P racines carrées. De plus, ces deux racines carrées sont opposées 1’une de I’autre.
(U, x) est donc muni d’une structure de groupe commutatif et est appelé groupe plus, PP
des nombres complexes de module 1.

Pour calculer les racines carrées de z=a+ibe C: Soit Z=X+iY une des deux
racines carrées de z: Z> =z. Ona:
En particulier, si z,z’ € U alors :

3 %E[Uetdeplus:
1 z.Z el
2 leU.

X2+Y? = Va2 + 12
X-Y¢=a

2 U={e"|0eR}

XY est du signe de Imz




_| Résolution d’une équation du second degré a coefficients complexes I_

Soient a, b, ¢ trois nombres complexes avec a # 0. Considérons 1’équation :

az® +bz+c=0 (%)

d’inconnue z € C. Notons . A est le discriminant de 1’équation (x). On

a:
¢ Si A=0,1’équation (x) admet une racine double z; donnée par :

-b
Z0=—
2a

De plus, ona :
az’ +bz+c=a(z—z)*

o Si A#0etsi 8 désigne une des deux racines carrées de A alors I’équation (x)
admet deux racines distinctes z; et z, données par :

-b-8 -b+8
et [zp=
2a 2a

21 =

De plus, on a:

|az2+bz+c=a(z—zl)(z—22)|

 On appelle terme dominant de P le monome a,X".
Soient P, Qe K [X],on a:

1 | deg(P+Q) < max(deg(P),deg(Q)] I 3 | deg (PoQ) = deg(P) x deg(Q) I

deg(P)—-1 sidegP=>1

—00 sinon

4 |deg(P') :{

2) [deg(Px Q) =deg(P) +deg(Q ||

! Base canonique de K, [X]

|
I
Soit K, [X] I’ensemble des polyndmes de degré < n a coefficients dans K. Alors :
o K, [X] est un sous-espace vectoriel de K [X].

e La famille (l,X,Xz,...,X") forme une base de K, [X] appelée base cano-

nique de K, [X].

Divisibilité
— T
Soient deux polyndmes A, B € K [X]. On dit que A divise B si et seulement si il
existe Q € K [X] tel que B =QA. On le note A|B .

[ Angles ]

Soient A, B, et C trois points du plan tels que C est distinct de A et de B, d’affixe

respective a, b et c. Une mesure de 1’angle (CA,CB) est alors donnée par :

(C:A,\@) = arg(g] [27].

Ona:
« A, B, et C sont alignés si et seulement si E%Z est réel.
o Les droites (CA) et (CB) sont perpendiculaires si et seulement si ﬁ est imagi-
naire pur.

I Division euclidienne I
—_— 1

Soient A, B € K [X] deux polyndmes. On suppose que B # 0. Alors il “ un

couple (Q,R) de polynomes de K [X] vérifiant :

A=BQ+R
deg(R) < deg(B)

I Translation I
— 1

1 Soit 7 un vecteur du plan. La translation de vecteur , notée 1, est la trans-
formation du plan qui & tout point M € & associe le point M’ € & tel que
MM =T

2 La translation de vecteur % peut étre représentée dans le plan complexe par
I’application qui a tout z € C associe z' € C tel que ol u = est
Iaffixe de u.

! Racine d’un polynome !

Soit P € K [X] un polynéme. Soit a € K. On dit que o est une racine de P si et
seulement si P (o) = 0.

On a équivalence entre :
1« estune racine de P.

2 On peut factoriser P par X —a, ¢’est-a-dire : (X — ) |P.

[ Racine d’ordre p ]
| F—— |

Soient P € K [X] un polynéme, a €K, p € N*.

e On dit que a est une racine d’ordre p (ou de multiplicité p) de P si et seule-
ment si (X —a)” divise P et (X —a)P*! ne divise pas P.

o Si a est une racine d’ordre 1 de P, on dit que « est une racine simple de P.

o Sia est une racine d’ordre = 2 de P, on dit que a est une racine multiple de P.

I Homothétie I

e

1 Soit Q un point du plan et A un réel non nul. L’homothétie de centre Q et
de rapport A, noté hg y, est la transformation du plan qui a tout point M € &

associe le point M’ € & tel que | QM

2 SiQ a pour affixe w, I’homothétie de rapport A et de centre Q peut étre repré-
sentée dans le plan complexe par I’application qui a tout z € C associe z' € C tel

que (soit aussi : 2/ =Az+ (1-Nw).

—| Caractérisation des racines d’ordre p I—

Soient un polyndme P € K [X], un scalaire a € K et un entier r > 0. On a équiva-
lence entre :

1 aestune racine d’ordre r de P.

5 [P@=P@=..=P"V@=0]et[P"@#0]

I Rotation I

1 Soient Q € 2 et 0 un réel. La rotation de centre Q et d’angle 0, notée rq g est
la transformation du plan qui a
— Qassocie Q
— tout point M différent de Q associe le point M’ tel que

@M, QM) =8 [27]
laM'|| = [1QM||

2 Soit w I’affixe de Q. La rotation de centre Q et d’angle 0 peut étre représentée
dans le plan complexe par I’application qui  tout z € C associe le complexe z’

tel que (soit aussi : z' = ez + (1 - e/ B)w).

—l Formule de Taylor pour les polyndmes I—

Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a n et a € K. Alors :

" pk) (g
P=) 2 x-af
=

I Polynéme scindé ]
| S ————— |

Soit P € K [X] de degré p. On dit que P est scindé sur K si et seulement si il s’écrit :
P
P=g,X-ap)...X—ap) =ap [ X-ap)
k=1

ol les scalaires ax € K sont les racines de P comptées avec leur multiplicité et a;, est
le coefficient du terme dominant de P.

1.3.2 Polynémes

Dans tout la suite K désigne le corps des réels R ou celui des complexes C. (E, +,.) est un
K-espace vectoriel.
Dans toute la suite K =R ou C, m,n,p,q,r eN.

R I Degré d’un polyndme ] ;
| S A— |

Soit un polyndme P = ag +...+ apXP € K [X] avec a, # 0.
o On appelle degré de P et on note deg(P) I’entier p.
o Par convention, le degré du polyndéme nul est —oo.

—| Théoreme fondamental de 1’algebre I—

(Appelé aussi Théoréme de d’Alembert-Gauss)
Soit P un polynéme de C [X] de degré = n alors P posseéde n racines dans C (comptées
avec leur multiplicité).

! Factorisation dans C [X] !

Tout polyndme de C[X] est scindé sur C, c’est-a-dire tout polyndme P € C[X]
s’écrit sous la forme :

P=a, (X-a)..(X-ay) |




ol les scalaires oy sont les racines de P comptées avec leur multiplicité et a, est le
coefficient du terme dominant de P.

I Famille liée I

! Factorisation dans R [X] !

Soit P € R[X] un polyndme non nul. Alors, il existe ay,...,a, € R non nécessaire-
ment deux 2 deux distincts, (by,c1),..., (b, ¢5) € R? non nécessairement deux a deux
distincts tels que A; = hf —4c¢; <0 pour tout 1€ [1,s], et A € R* tels que :

r S
P=a]X-an [](X*+bX+c)
k=1 1=1

Une famille (xi,...,x,) de vecteurs de E est liée si et seulement si elle n’est pas
libre.

Autrement dit : il existe des scalaires Aq,...,A, € K non tous nuls tels que A; - x; +
et Apex, =0

[Famille génératrice ]
| S ——

Une famille (xy,...,x,) de vecteurs de E est génératrice de E si et seulement si
Vect (xy,...,x,) =E.

Autrement dit : si la famille est génératrice tout vecteur de E peut s’écrire comme
une combinaison linéaire des vecteurs xy,..., X,

I Base I

! Polyndme irréductible !

Soit P € K [X] un polyndme . On dit que P est irréductible si et

seulement si :

P=QH = QeK ou Hek

Autrement dit : un polyndme P non constant est irréductible si et seulement si ses
seuls diviseurs sont les polyndmes constants et les polyndmes proportionnels a P.

Une famille (xy,...,x,) de vecteurs de E est une base de E si et seulement si elle
est libre et génératrice. De plus, le cardinal d’une base de E est par définition égal a la
dimension de E.

1.3.3 Sous-espaces vectoriels

—| Définition d’un sous-espace vectoriel I—

Soit F c E, une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si :

1 F#£0

2 F est stable par combinaison linéaire :

Vx,yeE Va,fek, ox+pyeF

Remarque : si F est un sous-espace vectoriel de E alors 0 € F.

—I Coordonnées d’un vecteur dans une base I—

Si la famille A (e, ..., ey) de E est une base de E alors pour tout vecteur x € E, il

famille de scalaires (Ay,...,A,) e K" telle que :

n
x=Y Nicei=Ai-er+...+ A, ey
k=1

La n-uplet (Ay,...,A,) est alors appelé famille des composantes (ou coordonnées) de
x dans la base A.

‘ ‘ 2 méthodes pour montrer 1’égalité de deux sous-espaces vectoriels |

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Pour montrer que F = E, on
peut :

1 effectuer un raisonnement par double inclusion : on montre que
Fc G puis que Ge F.

2 On peut aussi montrer que
1 FcE
2 dimF=dimE

On conclut alors que E =F.

‘ | 4 méthodes pour montrer qu’une famille de vecteurs est une base ‘

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et une famille
(x1,...,%,) de vecteurs de E. Pour montrer que cette famille est une base
de E on peut :

1 utiliser la définition.
2 on peut
1 montrer que (Xi,...,X,) est libre
2 etde cardinal égal a la dimension de E.
3 on peut aussi :
1 montrer que (xi,...,X,) est génératrice de E
2 etde cardinal égal a la dimension de E.

3 enfin, on peut écrire la matrice de (xj,...,x,) dans une base de E
et montrer qu’elle est inversible.

I Formule de Grassman I

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G des sous-espaces vec-
toriels de E alors :

[dim (F+G) = dimF+dim G —dim (FnG) ]

! Définition d’un Vect de n vecteurs !

Soient n vecteurs de E : vy,...,v,.Ona:

Vect (vy,...,vp) ={a1v1+...+Quvp | a1,..., 0 €RY

C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant vy, ..., vy.

‘ | 4 méthodes pour montrer que F est un sev de E | ‘

On peut :

1 Utiliser la définition.

2 Mettre F sous forme d’un Vect.

3 Trouver une application linéaire u telle que F = Keru.

4 Trouver une application linéaire u telle que F =Imu.

1.3.4 Familles libres, liées, génératrices, base

I Famille libre I

Une famille (xy,...,x,) de vecteurs de E est libre si et seulement si :

VAL .. A€, Ap-xp+...+A,x,=0 = Ay =...=7,=0

1.3.5 Supplémentarité

4| Définition de deux sous-espaces supplémentaires Ii

On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires si et
seulement si ils vérifient :

4| Caractérisation de la supplémentarité avec les vecteurs Ii

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un [K-espace vectoriel (E,+,-). On a
équivalence entre :

1 E=FeG (c’est-a-dire F et G sont supplémentaires).

2 VxeE, 3J!(x;,x)eFxG: x=ux+xp (c’est-a-dire, vecteur de E

se décompose de maniere comme somme d’un vecteur de F et d’un

vecteur de G.)

4| Caractérisation de la supplémentarité avec les bases Ii

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F, G deux sous-espace vecto-
riel de E. On a équivalence entre :

1 Fet G sont supplémentaires dans E: E=Fe G.
2 Si (fi,..., fp) est une base de F et si (g1,...,84) est une base de G alors e =
(fireees fpr 815+, €4) est une base de E.

| 6 méthodes pour montrer que E=Fo G ‘

On peut :

1 Utiliser la définition.

2 Montrer que F et G sont supplémentaires puis, grace a la formule



de Grassman, que dim (F+G) = dimE.

3 Montrer que E = F+ G puis, grace a la formule de Grassman, que
dimFnG=0.

4 Utiliser la caractérisation avec les vecteurs.
5 Utiliser la caractérisation avec les bases.

6 Montrer que F =Kerp et que G =Im p avec p un projecteur de E.

1.3.6 Applications linéaires

Dans toute la suite (E, +,.) et (E +,.) sont deux K-espace vectoriel.
I Application linéaire ]
| S ——— |

Soit f:E —F. f est linéaire si et seulement si :

Vx,y€eE, Yapek, |f[ux+ﬁy) =af () +Bf(y) I

Remarque : si f est linéaire alors f (Og) = Op.

p et s deux applications de E dans E. On dit que :
1 p est le projecteur de E sur E; parallelement a Ep si p
E — E
X=X1+X2 — X
2 s est une symétrie par rapport a E; parallelement a E, si s :
E — E
X=X1+X2 — X1—X2

4| Propriétés des projecteurs et des symétries Ii

Avec les notations de 1’encadré 4 Kers = {0} et Ims = E (autre-
précédent : ment dit s est un automorphisme
de E).

1 petsson linéaires : p,se€ £(E).

5 px) =x << xeckE (Ej est
I’ensemble des vecteurs inva-
riants par p).

2 s=2p-ldg.
3 Kerp=EyetImp=E;.

! A propos de Ker f et Im f. !

! Caractérisations des projecteurs et des symétries Ii

Soit f € £(E,F). On appelle :
1 — Noyau de f et on note Kerf le sous-ensemble de E
|Kerf:{x€E|f(x):0p}I
— Image de f et on note Imf le sous-ensemble de F

Imf={f(x) | xeE}|

2 Ker f est un sous-espace vectoriel de E et Im f est un sous-espace vectoriel de
F.

4| Injectivité et surjectivité des applications linéaires Ii

Soit f € £(E,F).

1 f estinjective si et seulement si 2 f est surjective si et seulement

Ker f = {0}. silmf=F.
4| Rang d’une famille de vecteurs, rang d’une application linéaire Ii
On appelle :

1 rang de la famille de vecteurs .# = (e],...,e,,] la dimension du sous-espace

vectoriel engendré par .7 .
rg.# =dimVect (Z) |.

2 rang de ’application linéaire u € £ (E,F) la dimension du sous-espace vecto-

riel Imu :

-
I Formule du rang ]
| I

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u € £ (E,F).. On suppose que :

@ E est de dimension finie.

On a la formule du rang :

dimE = dimKeru+dimImu
= dimKeru+rgu

| 6 méthodes pour montrer qu’une application linéaire est bijective |

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u € £ (E,F). Pour montrer
que u est bijective, on peut montrer que
1 uestinjective et surjective;
2 u est injective puis, grice a la formule du rang, que dimImu =
dimF.

3w est surjective puis, grace a la formule du rang, que dim Keru =
0.

4 L’image d’une base de E par u est une base de F.
5 La matrice de u dans une base e de E et f de F est inversible.

6 ilexiste ve £(EE) tel que uov =idF et vou =idg (en dimension
finie, une seule de ces identités suffit).

1.3.7 Projecteurs

! Projecteurs et symétries ! .

Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = E; @ Ej.
Tout vecteur x € E s’écrit d’une maniére unique x = x; + X avec x; € E; et x» € E». Soit

Soient p,s€ £(E).
1 p estun projecteur si et seulement si pop = p.

2 s estune symétrie si et seulement si sos=id.

1.3.8 Matrices

I Produit matriciel I
— I

Soit A€ M, 4 (K) et Be My , (K). On définit AB comme la matrice C de M., (K)
définie par :

q
viell,rl Yje[lLp] cij=I[ABli;=) aiiby;
k=1

[ Rang d’une matrice ]
| S —— |

On définit le rang de A € M, (K), et on note rgA, le rang de la famille constituée
des vecteurs colonnes de A.

I Matrice inversible ]
—_— 1
On dit qu'une matrice carrée A € M, (K) est inversible lorsqu’il existe B €
M, (K) tel que :
AB=I, et BA=I,
Si tel est le cas B est unique et est appelée matrice inverse de la matrice A; on la note
A~!. On note GL,, (K) I’ensemble des matrices inversibles.

‘ | 4 méthodes pour prouver qu’une matrice carrée A € 0, (K) est inversible ‘

1 On montre qu’il existe B € M, (K) tel que AB =1,,.
2 On montre que det(A) #0.
3 On montre que rgA = n.
4 On trouve un polyndme annulateur de A et on tente de se ramener
au premier point par une factorisation.
! Opérations sur les matrices !
. . Ty-1 T
1 SiABeM,,K)etsiapek, A =™

alors :
(A7) =A

(aA+pB)" = aAT +pB"

3 SiABeM,K)etsia,fek,
alors :

(aB)" =B" Tr («A+PB) = Tt (A) +BTr (B)

2 SiABeGL,(K),
(AB)"! =B~!A7!

! Matrice d’une famille de vecteurs !

Soient E un K-espace vectoriel de dimension g et e = [el,...,eq) une base de
E, (v1,...,vp) une famille de p vecteurs de E. On appelle matrice de la famille
(v1,..., vp) relativement a la base e et on note Mat, (1, ..., v),) la matrice a g lignes
et p colonnes dont les vecteurs colonnes C; sont les coordonnées des vecteurs v; rela-

tivement a la base e.



2
U e D e U Po_g=Pe_fxPs_g
Y Y Y
ayy e apj aip <e 3 P,y estinversible et :
-1
. [Pe—s]™ =P/
Mat, (v1,...,vp) = ai1 aij aip <e;
: : 4| Formule de changement de base pour un vecteur Ii
Aaq1 Aaqj Agp <eq . N ) "
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, e et f deux bases de E et x € E.
ou [alj,...,aqj) sont les composantes du vecteur v; dans la base e. Alors :
| Mat (x) = Pp_, x Mat, (x) |
4| Correspondances « Famille de Vecteurs-Matrice » Ii
Avec les notations précédentes : 4| Formules de changement de base pour une application linéaire Ii
[ Famille de Vecteurs | [ Matrices | Soient : e et ¢’ deux bases du K-espace vectoriel E et f et f' deux bases du
v=(V1,...,Un) A:Ma[e[yly,,,,up) K-espace vectoriel F.Siue £(E,F),ona:
v base de E — A inversible 4
™0) - ) [Maty—o ) =Pp_p xMaty—o (1) x Pe—g | = [Py—pr] " x Mty (1) X P
v libre <= | rgA = nbre colonnes de A
4| Formules de changement de base pour un endomorphisme Ii
| Matrice d’une application linéaire | . - -
. 1 | Soient : e et ¢’ deux bases du K-espace vectoriel E.Siue £(E),ona:
Soient :
1 E unK-espace vectoriel de dimension p et e=(ey,...,ep) une base de E. | Mat,r (1) = Per_., x Mate (1) X Pe_. o1 I= [Peer] ™! x Mate (1) X Po_r
2 Fun K-espace vectoriel de dimension g et f=(fi,..., fg) une base de F.

3 ucfl(EF.

On appelle matrice de u relativement aux bases f et e et on note Mats. () 1.3.9 Déterminant

(ou Mate s (w)) la matrice & g lignes et p colonnes de la famille de vecteurs
(u(er),..., u(ep)) relativement 2 la base f :Mats (u(e1), ..., u(ep)) —| Déterminant d’une matrice de taille n I—

11 existe une unique application det: 1, (K) — K appelée déterminant vérifiant :

u(\fl) u[vef ) u (vel’) 1. f est linéaire par rapport a chacune des colonnes de sa variable ;

2. f est antisymétrique par rapport aux colonnes de sa variable ;
1y Ay Ay <fi 3 fan=1

. . ailp  a
e Sin=2etsiA= €M, (K) alors :
Maty . (W) =| an Qjj aip =i ( a1 ax ) 209
: _| an a2 | _

agy agj - agp <fs det(A) = o | ay a — aj2dz)

ol (@j,...,aq;) sont les composantes du vecteur  (e;) dans la base f. a as a
1 Gz di3

" ~ .. o e Sin=3etsiA=| an axp a:
4| Matrice de la composée de deux applications linéaires I_ 21 22 23
as  das2  dss

€ M3 (K) alors :

Soient :
) . . . _ ail a2 @3
1 E un K-espace vectoriel de dimension pete= [el,...,e,,) une base de E. det=| an an an |-a s o3 a, a3 ra ay |ais
. . . = =an
2 Fun K-espace vectoriel de dimension g et f=(fi,..., f;) une base de F. a5 Gz s as;  as azz  ass dzy  |az3

3 G un K-espace vectoriel de dimension r et g =(g,...,&,) une base de G.
4 ucflEFPetvel(EQG).

alors :

a1z agz + ayzdz3ag) + ay3az) Az — Az Az di3 — dzg2 A3 dil — Azzdz1 di2

qui se calcule avec la regle de Sarrus.

| Matg— (vou) =Matg_r (v) x Maty—e (1) I I Propriétés du déterminant d’une matrice I—

Soient A, B € M, (K)

4| Correspondances « Application linéaire-Matrice » Ii
p pp 1 |det (09}1" (IK)]

Avec les notations précédentes :

det(I R
[ Application linéaire | | Matrice | ¢

ue £(E,F A=Mats_, (1) 3 |det(AA) =A"det(A) fou A eK.
u isomorphisme — A inversible
8 () - T2 (A) 4 [det(AB) = det(a) x det(B) |
u injective < | rgA= nbre colonnes de A 5 Caractérisation des matrices inversibles :
y=u) = [Y=ax]

[A€GL, () = det #0]

ol x € E, y € F et ol X = Mat, (x), Y = Mat (y)
Autrement dit : le déterminant d’une matrice inversible est inversible

! Matrice de changement de base ! 6 SiAestinversible alors | det(A™") = g |

Soient e = (ey,...,e,) et f=(fi,..., fu) deux bases du K-espace vectoriel E de
dimension n. On appelle matrice de passage de e a f (ou matrice de changement 7 |det (AT)
de base) et on note P,_. s la matrice de la famille (fl,...,f,,) relativement a la base e :

Pe_f=Mate(fi,..., fu) _ IDéterminant d’une famillede vecteurs |

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7 muni d’une base e = (e, ..., ep).
On appelle déterminant dans la base e de la famille v = (vy,...,v,) de vecteurs

4' Propriétés des matrices de changement de base Ii de E et on note det, (v), le déterminant de la matrice de la famille v dans la base e. On

Soient e, f et g trois bases du K-espace vectoriel E de dimension 7. On a: le note det,(v) :

Pe_f = Mﬂle._f (idg)

det (A)

det(v) = detMat, (v).
1 e




! Déterminant d’un endomorphisme !

Soient :

— E un K-espace vectoriel de dimension n.

— e=(ey,...,e,) une base de E.

— u un endomorphisme de E.
Le scalaire det, (u(e1),..., u(ey,)) est indépendant de e et est appelé déterminant de
I’endomorphisme «. On le note det (u)..

4| Propriétés du déterminant d’un endomorphisme Ii

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, u, v des endomorphismes de E.

1 det(Og(p)):OK 5

3 |[det(Aw) =A"det(u) ou A € K est un scalaire.

4 | det(uov) = det(u) x det(v) I

5 Caractérisation des automorphismes de E :

[ueGLE) = det(w) 0|

6 SiueGL(E) alors |det(u et I

a1 X1 + X+ +aypXp = by
()= :
Ap1 X1+ ApoXp + -+ + AppXp = by
1 Résoudre ce systéme consiste a déterminer I’ensemble .# de tout les p-uplets
(x1,...,xp) € KP vérifiant ().
2 Le vecteur b = (by,...,by,) est le second membre du systeme (.¥).

3 On appelle systtme homogeéne associé au systetme (%), le systetme obtenu
lorque b= 0. On le note (.#5) et on note %4 1’ensemble de ses solutions.

4 A estla matrice du systeme ().
5 rgA est le rang du systéme et est noté rg(.7).

6 On dit que le systeme est compatible si I’ensemble de ses solutions est non
vide.

—| Opération sur les lignes et les colonnes I—

1 Un déterminant qui a deux colonnes identiques est nul.

2 Un déterminant qui a une colonne combinaison linéaire des autres colonnes est
nul.

3 Un déterminant dont une colonne est formée de 0 est nul.

4 On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant a une colonne une
combinaison linéaire des autres colonnes.

5 Sionmultiplie par A une colonne d’un déterminant, on multiplie par A la valeur
de ce déterminant.

6 Quand on permute deux colonnes d’un déterminant, on change son signe.

7 Comme le déterminant d’une matrice est égale a celui de sa transposée, les 6
phrases précédentes restent vraies si on remplace le mot "colonne" par le mot
"ligne".

4| Interprétation en terme d’application linéaire Ii

Considérons E = K” et F = K" munis de leurs bases canoniques respectives e et f.
Soient u € £ (E, F) I'unique application linéaire de E dans F telle que Maty._. (1) = A et

X1
x le vecteur de E tel que Mat, (x) =
Xp
Ona:
| (x1,...,Xxp) € KP est solution de () <= u(x) =b
Donc :

— Le systeme (.%) est compatible si et seulement si b € Im (u).

— Si u est injective et si le systeme (') est compatible alors I’ensemble des so-
lutions de (.¥) ne posseéde qu’un et un seul élément.

— Si u est surjective, le syteme (.%) est compatible.

— Si u est a la fois surjective et injective alors I’ensemble des solutions de (.%)
ne posséde qu’une et une seule solution.

I Mineur,cofacteur I
| S ——— |

Soit A= (a;j) € M, (K).

— On appelle mineur d’indice (i, j) le déterminant A; ; de la matrice obtenue en
supprimant la i-eme ligne et la j-éme colonne de la matrice A.

— On appelle cofacteur d’indice (i,j) et on note A;; le scalaire A;; =
(-1t Ajj-

—l Structure de I’ensemble des solutions I—

. I Structure de I’ensemble des solutions de I’équation homogene I

Soit (.) un systeme linéaire a n équations et p inconnues. L’ensemble des so-
lutions du systéme homogene (.#9) associé a (.) est un K-espace vectoriel de
dimension p —rg(.¥).

. I Structure de I’ensemble des solutions de (.¥) I

Soit S ’ensemble des solutions du systeme linéaire ().
1 Sile systeme (.¥) n’est pas compatible alors . = @.

2 Sinon, alors il existe une solution particuliere xo de () et on a alors :

S =x0+F ={xo+xeKP | xeSo}

—| Développement d’un déterminant suivant une ligne ou une colonne I_

Soit A= (a;;) € M, (K).
— Soit jp € [1,n]. Alors :

n
detA = Z a,"jDAiij
i=1

n
= Y DM a0,
i=1

— Soit ip € [1,n]. Alors :

n
detA = Z a,'mjA,'D'j
j=1

I
4[\/]:

=D a;, 1M,

Jj=1

1.3.11 Espaces euclidiens

1.3.10 Systemes linéaires

Systeme linéaire a n équations et p inconnues

Soient

A= : : €My () et B=
an1 ... Gnp by

€My, (K)

On considere le systeme linéaire a n lignes et p inconnues (.#’) donné par :

[ Produit scalaire ]
Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E, une application :
@ :ExE— R vérifiant :

1 est une forme bilinéaire : ¥(x,y,2) € E3,V(\, p) € R?
QAX+ Py, 2) = Ap(x, 2) + pue(y, 2),
@(x, Ay +uz) = Ap(x, y) + up(y, 2).
2 est symétrique : )
VX, ) €EL  @x,y) = 9(,x).

3 @ estdéfinie :
Vx€eE, (p(x,x)=0) < (x=0).

4 est positive :
VxeE, ¢(x,x)=0.

On note (x| y) = (x,) le produit scalaire. En géométrie, on utilise également la no-

tation X.y.

—| Espace préhilbertien, Espace euclidien I—

Un R-espace vectoriel E muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhil-
bertien réel. Si de plus E est de dimension finie, on dit que E est un espace euclidien.

4| Norme euclidienne associée a un produit scalaire Ii

On définit la norme euclidienne associée a un produit scalaire (- | -) par :




[ Regles de calcul ]
| S———— |

Pour tous vecteurs x,y € E, et tout réel AeR :
IAxl = Al lxll; Iy1%)
lx+yl2 = I\x|\2+2[x | y)+\|y\|2; (égalité du parallélogramme)

i,
2
3 lx=ylI® = lxI?=2 (x| y)+IylI%; 5 (x1y)=
4

1 5 .
1 (Ilx+ 12 =llx = yI%)
lx+ylI2 +llx = ylI? = 201 x> +

(identité de polarisation).

Pour des vecteurs Xy, ..., Xu, ¥1,...,¥m € E et des scalaires Ay,...,Ap, H11,..., Wm €
R,

n m n m
(Z)\ixi Iy Pj)’j)z > Z inj (xilys),
i = ==

ZA2|\x,u2+2 YN (xilxj).

1<i<jsn

n
[l
i=1

! Inégalité de Cauchy-Schwarz !

Pour tous vecteurs x, y € E, on a [’inégalité de Cauchy-Schwarz
[l y)[<lxtiiyl

et on a égalité si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires : |(x]y)| =

Ixllyl <= 3IAeR: (y=Ax ou x=Ay).

4| Exemples de produits scalaires et normes associées Ii

Quelques exemples de produits scalaires et leur norme associée (a retenir) :
o Produit scalaire usuel sur R" : Si X = (x1,...,%,),Y=()1,.-.,yn) ER",

n
XIY) =Xy +.o XnVn = ) Xi Vi
i=1

n
— 24 ... 2 _ 2
X0 = o 4o = 3
P

o Sur I’espace des fonctions continues sur [a, b], E=€([a, b],R), f,g€E:

b
(f1g) =fa fgwdt,

b
Ifl = f (@) dr

o Sur I’espace des fonctions f:R— R continues et 2n-périodiques, E = €7 (R),
fg€k:

2n
(f1e) :fo fgwdt,

271 2
=y [ oy ar
« Sur I’espace des matrices carrées M, (R), A, B € M, (R)
<AB>=Tr(AB"),

Al= v < = VTr(AA

On se place dans toute la suite dans un espace préhilbertien réel (E, (. | .)).

[ Vecteurs orthogonaux ]
_—_

Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux lorsque (x| y) =

I Identité de Pythagore l
| ——————h |

Soient x et y deux vecteurs de E. Alors

(x1y) =0 = lx+ylI? = IxI*+IylI*

4| Des vecteurs orthogonaux 2 a 2 forment un systeme libre Ii

Soit S = (xy,...,x,) une famille de vecteurs non-nuls deux a deux orthogonaux :

Vi, pellnl? i#j = (x]x;)=0.

Alors la famille S est libre.

I Orthogonal d’une partie I

Soit A c E une partie de E. On définit 1’orthogonal de A comme étant le sous-
ensemble de E noté A+ et donné par :

L={xeE|VaeA (x|a) =

On considere dans toute la suite de ce chapitre un espace euclidien E muni d’un produit
scalaire noté (.|.) et ||.|| la norme euclidienne associée. On note n la dimension de E.

! Bases orthogonales, orthonormales !

Soit e = (ey,...,e,) une base de E. On dit que e est une base
1. orthogonale si et seulement si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux, c’est-
a-dire si et seulement si :

Y, pellnl? i#j=> (eilej)=0.

2. orthonormale si et seulement si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux et
unitaires, ¢’est-a-dire si et seulement si :

V@i, pellnl? (eilej)="5;.

—l Calculs dans une base orthonormale I—

Soit e = (ey, ..., e,) une base orthonormale de E.

1. Les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale sont données par les
produits scalaires :

n
x=Y (xle)ei |

i=1

2. Six=x1e1+-+xpep et y=y1e1+--+yyey,, alors

(x1y)= szy,—xlyw e

3. Six=x1e1+ -+ xpep,

n
2_\ . 2_.2 2
x> = xF=xf+--+x5 |
=1

I Théoréme de Schmidt I

Soit E un espace euclidien de dimension n et e = (ey, ..., e,) une base quelconque

de E. Alors il existe une | base orthonormale | € = (g1, ...,€,) de E vérifiant :

1 Vie[l,n],

€; € Vect(ey,...,e;); 2 Viell,nll, (eile)>0.

‘ ‘ Méthode pour orthonormaliser une famille de vecteurs |

On souhaite appliquer 1’algorithme de Schmidt a la base (ey,...,e,)
de E. Pour ce faire :

1
1 Onposeeg; =——.
llexll
2 On suppose €j,...,€¢ construits. On calcule le vecteur
= Ek+1
|€k+1 =ep1— Ll (€ lepr1) € Iet on pose : |exy1 = —
€1l
3 Si(ex+1 | €k+1) <0 alors on remplace €41 par —€41.
! Existence d’une base orthonormale !
| Tout espace euclidien E # {Og} posséde une base orthonormale.

[ Projecteur orthogonal ]
—_ ]

Soit p € L(E) un projecteur (c’est-a-dire une endomorphisme p de E vérifiant p o
p = p). On dit que p est un projecteur orthogonal si et seulement si Ker p et Im p sont
deux sous-espaces orthogonaux de E :

VxeKerp, VyeImp, (x|y)=

_| Le projeté p(x) réalise la meilleure approximation de x par des vecteurs de F I_

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Pour tout x € E, on pose :

d(x,F) =}r€1]§\lx—fl\.

Alors :
1 d(x,F) estbien défini;
2 d(x,F)=|x—px)| ou p(x) estla projection orthogonale de x sur F;

3 SifeF, |lx—fll =lx—p)| avec égalité si et seulement si f = p(x).




2 Questions de cours

2.1
2.1.1

Fondements

Applications

Soient E et F deux ensembles et f : E — F. Que signifie que :

W =

N

2.1.2

[ N B S A S )

2.1.3

O 0 N N R W N

2.2
2.2.1

w

[IN- VN

. Prouver que si 6,0’ € R, alors : e®¢!

. Prouver que pour tout n€ Z, (')

. Expliquer comment trouver les racines n

. f estinjective ?.
. f estsurjective ?
. f estbijective ?

. Soit G un troisieme ensemble et soit g : F — G. Prouver I’équivalence entre les deux

assertions suivantes :
(a) f estinjective et g est surjective;

(b) gof estbijective.

Récurrence

. Rappeler le théoréeme de récurrence.

. Soit n € N. Rappeler la valeur de la somme : S, =1+2+...+n

. Démontrer ce résultat.

. Soit neN et g € C\{1}. Rappeler la valeur de la somme : T, = 1+ g+ g +...+ q".
. Démontrer ce résultat.

. Que vaut cette somme si g =1?

Trigonométrie

. Rappeler les formules d’addition pour le cosinus et le sinus.

. Rappeler et prouver les formules d’addition pour la tangente.

. Donner deux expressions pour la dérivée de la fonction tangente.

. Tracer les graphes des fonctions sinus, cosinus et tangente.

. Calculer cos2a en fonction de cos? a puis en fonction de sin® @ ot a € R.

. Pour (a, b) € R?, exprimer cos acos b en fonction de cos (a+ b) et cos(a— b).

. Pour (p, q) € R?, exprimer cos p + cos ¢ comme un produit de cosinus.

. Soit ap € R. Résoudre 1’équation,d’inconnue « € R : sina = sinag.(Faire un dessin)

. Soit ag € R\ {5 +kn | k€ Z}. Résoudre I’équation d’inconnue a € R : tana =

tanay.

Nombres complexes

Forme algébrique - Forme trigonométrique

. Soitz=a+ibeC.

(a) Rappeler la définition du module de z.
(b) Qu’est-ce qu'un argument de z?

(c) Qu’est-ce que la forme trigonométrique de z?

. Soient z,2z € C.

(a) En effectuant un minimum de calcul, prouver que |z;.z2| = |z;].|22|.

(b) On suppose que z, # 0. Rappeler la formule donnant : arg% et redémontrer
la.

. Soit 8 € R. Donner la définition du nombre complexe : e ?

0 _ 4i(0+6)

n .
- emﬂ.

. Rappeler les formules d’Euler.

. Donner la formule de Moivre.

Racines de I’unité - Résolution du trindmes du second degré

. Soit neN*.

(a) Qu’est-ce qu’une racine n'*™M€ de I’unité?

(b) Décrire ’ensemble U, des racines 7M€ de I unité.
n-1
(c) Soit w € Uy,. Prouver que Y wF=0
k=0
€M §*un nombre complexe z = pe’® ot
p € R} et 8 € R. (Ou pourra expliciter la méthode sur un exemple en calculant les

. L 4
racin 1X1€m .
acines sixiemes de 1+i\/§)

(a) Comment calculer les racines carrés d’un nombre complexe A=a+ibeC?

(b) Soit a,b,c trois nombres complexes avec a # 0. Quelles sont les solutions de
I’équation az?+ bz +c =0 d’inconnue z € C.

(c) Comment peut-on alors factoriser le polynéme az? + bz +c?

2.3
2.3.1
1.

3. Prouver que V (a, x) € R?,

Fonctions usuelles
Fonctions exponentielle, logarithme et puissances

Donner la définition de la fonction In et énoncer ses principales propriétés (do-
maine de définition, domaine de dérivabilité, dérivée, limites, graphe, propriétés
algébriques).

. Donner la définition de la fonction exp et énoncer ses principales propriétés (do-

maine de définition, domaine de dérivabilité, dérivée, limites, graphe, propriétés
algébriques)..
In(ax)=Ina+Inx.

4. Soit a € R. Rappeler la définition de la fonction x — x* ainsi que son domaine de

232

24

2.5

2.

. Prouver la formule fondamentale de la trigonométrie hyperbolique : Vx € R,

définition.

Fonctions trigonométriques

. Donner le définition et énoncer les principales propriétés des fonctions (domaine

de définition, parité, domaine de dérivabilité, dérivée, limites, graphe). :
(a) arccos.

(b) arcsin

(c) arctan

. Re-construire, en appliquant le théoréme de la bijection, la fonction arcsin.
. Re-construire, en appliquant le théoréme de la bijection, la fonction arctan.

Fonctions hyperboliques

. Donner le définition et énoncer les principales propriétés des fonctions (domaine

de définition, parité, domaine de dérivabilité, dérivée, limites, graphe, propriétés
algébriques) :

(a) sinus hyperbolique sh;

(b) cosinus hyperbolique ch;

(c) tangente hyperbolique th.
ch? x—
sh?x=1.

. Rappeler les formules d’additions pour le cosinus et le sinus hyperbolique et en

redémontrer une.

. Rappeler les formules d’additions pour la tangente hyperbolique et les redémontrer.

Limites usuelles

. Préciser les limites suivantes :

(a) (© (e) (@
Inx In(x) expx expx—1
X x—+oo =1y X x—+oo X x—0
®) @ o
n(1+x sinx
xlnx x—0* £ x=0 Xexpx (0 * x—0

. Soient a, B,y > 0. Préciser les limites suivantes :

. ([ )Y 0

(d) r.::[; X—+00 (C) eiY_ﬁ X—+00

(b *Plnxy — (d) |xfPe® ——
x—0 X——00

Dérivées des fonctions usuelles

. Compléter chaque ligne du tableau : f est définie sur I, f’ est la dérivée de f sur

I’intervalle J. x est un élément de L.

\ I | f@ ] ] |
In(x)
In(|x])

e*

f'x) |

X
x" (neN)
% (neN¥)
VX
x* (aeR)
cos(x)
sin(x)
tan(x)
cotan(x)

arcsin(x)
arccos(x)
arctan(x)
ch(x)
sh(x)
th(x)
coth(x)

Soient u, v des fonction dérivables sur un intervalle I de R. Quelle est la dérivée de
(la ou ces fonctions sont définies) :



(@) uv (¢) Inu (O @ 4
f) u"oune
(b) e (d) uov N (h) Vu
2.6 Equations différentielles
2.6.1 Equations différentielles du premier degré

1. Réciter le théoreme de résolution des équations différentielles homogenes et nor-
malisées du premier ordre.

2. On considere I’équation différentielle homogene : (E) :ay'+by=0ou aet b
sont des fonctions définies sur I a valeurs dans K. Prouver que toute combinaison
linéaire de solutions de (E) est encore solution de (E).

3. Expliquer la méthode de variation de la constante.

4. On considere I’équation différentielle : (E) : Y’ +ay=doud:1—Ret a€K. Sous
quelle forme cherche t-on une solution particuliere de (E) si.

(a) d estun polyndme de degré n.

(b) d (1) =e™" avec P un polyndme de degré n et meK.

2.6.2 Equations différentielles du second degré

1. Soient a,b,c € C. On suppose que a # 0. Réciter le théoréme de résolution des
équations différentielles homogenes du second ordre a coefficients constants dans
C:ay’+by +cy=0.

2. Redémontrer ce théoreme.

12

. Soient a,b,c € R. On suppose que a # 0. Réciter le théoreme de résolution des
équations différentielles homogenes du second ordre a coefficients constants dans
R:ay”"+by +cy=0

bl

On consideére I’équation différentielle : (B) : ay” + by’ + cy = d avec a,b,c € K.
Sous quelle forme cherche t-on une solution particuliere de (E) si.

(a) d estun polyndme de degré n.
(b) d (1) =e™" avec P un polyndme de degré n et meK.

(c) d(8)=picos(wd) + pzsin(wi).

2.7 Systemes linéaires

. Systemes linéaires : on considere le systeme linéaire a n lignes et p inconnues .
donné par :

11X +a12X2+ 0 +aypXp = by

S :
A1 X1 + An2X2+ -+ + AnpXp = by

(a) Qu’est-ce qui différencie un systéme linéaire d’un systéme non linéaire ?

(b) Donner la matrice du systeme linéaire .#.

(c) Donner la matrice augmentée du systeme linéaire .%.

(d) Quelles sont les opérations élémentaires sur les lignes d’un systeme linéaire ?

(e) Que signifie I’équivalence de deux systemes linéaires ?

(f) Que dire de deux systemes déduis 1’un de I’autre par une opération élémen-
taire sur les lignes.

(g) Donner la structure de I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire.
2. Matrices échelonnées :

(a) Qu’est qu’une matrice échelonnée en ligne ?

(b) Qu’est qu’une matrice échelonnée réduite en ligne ?

(c) Qu’est-ce qu’un pivot d’une matrice échelonnée en ligne ?

(d) Qu’est-ce que le rang d’un systéme linéaire ?

(e) Qu’est-ce qu’une inconnue principale, une inconnue secondaire d’un systeme
linéaire ? Quel est leur role dans la résolution d’un systeme linéaire ?

2.8 Ensemble des entiers - Combinatoire - Formule du binome de
Newton

2.8.1 Combinatoire

Soit E un ensemble de cardinal n € N. Soit p € [0, n].
1. (a) Qu’est qu'une p-liste de E ? Donner un exemple de 3-liste de E = {a, b, ¢, d}.
(b) Combien E compte-t’il de p-listes ?

2. (a) Qu’est-ce qu'un p-arrangement de E ? Donner un exemple de 3-arrangement
de E={a,b,c,d}.

(b) Combien E compte-t’il de p-arrangements ?

3. (a) Qu’est-ce qu’une p-combinaison de E ? Donner un exemple de 3-combinaison
de E={a,b,c,d}.

(b) Combien E compte-t’il de p-combinaisons ?

2.8.2 Formule du binome

Soit

(p,n) eN.

1. Que vaut le coefficient binomial () ?

2
3
4

n

p.

. Réciter et redémontrer la relation de Pascal.
. Réciter la formule du bindbme de Newton.

. Soit E un ensemble de cardinal n € N. Combien E compte t’il de parties ? Prouver
cette formule.

2.8.3 L’ensemble des réels

Soit

1.

2
3.
4

A un sous-ensemble de R.

Qu’est-ce qu'un majorant de A?

. Qu’est-ce que la borne supérieure de A (si celle-ci existe) ?
Réciter I’axiome de la borne supérieure.

. Réciter le théoreme de caractérisation de la borne supérieure. Re-démontrer ce
théoreme.

Suites réelles

. Donner la définition d’une suite convergente, d’une suite divergente.
. Démontrer 1"unicité de la limite d’une suite convergente.
. Donner trois méthodes pour vérifier qu’une suite est croissante.
. Réciter le théoréme d’opérations sur les limites.
. Réciter le théoreme des gendarmes.
. Réciter le théoreme de passage a la limite dans une inégalité.
. Réciter le théoreme de la limite monotone.
. Redémontrer ce théoreme.
. Qu’est-ce que deux suites adjacentes ? Que peut-on dire de telles suites ?
. Réciter le théoréme de convergence (ou divergence) d’une suite géométrique.
. Réciter le théoréme de comparaison des suites de références.
. Soit (a") une suite géométrique de raison a € R. Indiquer la nature de (a™) suivant
les valeurs de a.
(a) Donner la définition de u, = nqqfoo(un).
(b) Donner la définition de deux suites (u,) et (v,,) équivalentes.

(c) Prouver que deux suites (u,) et (v,,) sont équivalentes si et seulement si (v,)

ne s’annulant pas a partir d’un certain rang, %
Un n—+oo

(d) Quelles sont les opérations autorisées avec les équivalents ?

(e) Quelles sont les opérations interdites avec les équivalents ?
(f) Donner les différents équivalents usuels. Re-démontrer ces formules.

2.10 Espaces vectoriels

On suppose que (E, +,.) est un K-espace vectoriel.

1.

Donner la définition d’un [K-espace vectoriel.

2. Soit F un sous-ensemble de E. Que signifie que F est un sous-espace vectoriel de

N L B W

E?
. Décrire tous les sous-espaces vectoriels de R,
. Soient u et v deux vecteurs de E. Décrire Vect (u, v).
. Plus généralement, si .% est une partie de E, qu’est ce que Vect (%) ?
. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Rappeler la définition du fait que :
(a) F et G sont en somme directe.
(b) F et G sont supplémentaires.
(¢) Quel est le sens de la notation E=F+G?
(d) Supposant que E =F & G, que peut-on dire d’un vecteur x de E?

(e) Démontrer que F et G sont en somme directe dans E si et seulement si tout
vecteur de E se décompose de maniére unique en la somme d’un vecteur de F
et d’un vecteur de G.

7. Soient (E,+,.) et (E+,.) deux K-espaces vectoriels et f:E — F.

(a) Rappeler ce que signifie que f est linéaire.
(b) On suppose dans la suite que f est linéaire.
i. Qu’est-ce que le noyau de f :Ker f?
ii. Prouver que Ker f est un sous-espace vectoriel de E.
iii. Qu’est-ce que Im f?
iv. Prouver que Im f est un sous-espace vectoriel de F.
v. Le fait que Ker f = {0} est équivalent a quelle propriété pour f? Démon-
trer cette propriété.
(a) Donner la définition d’un projecteur de E.
(b) A quelle condition un endomorphisme de E est-il un projecteur de E ?
(c) Donner la définition d’une symétrie de E.

(d) A quelle condition un endomorphisme de E est-il une symétrie de E ?



2.11 Fonctions d’une variable réelle

1. Soit a € R. Qu’est-ce qu’un voisinage de a?
2. Soient f:I—Reta €1 (c’est-a-dire a est un point de I ou une extrémité de I). Que
signifie que f admet une limite / quand x — a?

3. Soient f:I—Ret acl. A quelles conditions f est continue en a.

4. Supposons que I =]a,b[ avec a,b € R et que f (x) | € R. Comment prolonge

t'on f par continuité en b? =
5. Réciter le théoreme d’opérations sur les limites.
6. Réciter le théoreme des gendarmes.
7. Réciter le théoreme de la limite monotone.
8. Réciter le théoréme de composition des limites.
9. Réciter le théoreme de comparaison des fonctions de référence.
10. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de a :
(a
(b) Donner la définition de deux fonctions f et g équivalentes en a.

(c

<

Donner la définition de f (x)= o ().

N2

En pratique, par quelles méthodes peut-on prouver que deux fonctions sont
équivalentes ?

(

(e) Quels sont les opérations interdites avec les équivalents ?

=

Quels sont les opérations autorisées avec les équivalents ?

(f) Réciter les équivalents usuels que vous connaissez.
(g) Prouver que :In(1 + x) S %
x—

(h

=

Prouver que :sinx ~ x
x—0
(i) Prouver que :thx ~0x
x—
. X2
(j) Prouver que :cosx—-1 ~ -3
0

(k

<

Prouver que :(1+x)* -1 ~0cxx
x—

11. Réciter le théoréme d’opérations sur les fonctions continues.

—_

2. Réciter le théoreme des valeurs intermédiaires.
13. Réciter le théoréme de la bijection.

14. Que dire de I'image d’un segment [a, b] a,b € R par une application continue ?

2.12 Dimension d’un espace vectoriel

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, 7 est un entier naturel.
1. Familles libres, liées, génératrices :
(a) Qu’est-ce qu’une famille libre de vecteurs de E?
(b) Qu’est-ce qu’une famille liée de vecteurs de E?

(c) Démontrer que dans une famille liée de vecteurs de E, un des vecteurs s’écrit
comme combinaison linéaire des autres.

(d) Qu’est-ce qu’une famille génératrice de vecteurs de E?
2. Bases, dimension :
(a) Qu’est-ce qu’une base de E?
(b) Qu’est-ce que la base canonique de R” ? Redémontrer cette propriété.
(c) Qu’est-ce que la base canonique de R, [X]?
(d) Réciter le théoreme de la base incompléte.

(e) Soit ¢ une famille génératrice de E et . une famille libre de E. Que peut-on
dire des cardinaux respectifs de ces deux familles ?

(f) Qu’est-ce que la dimension d’un espace vectoriel ?

(g) Avec les notations de la question précédente, si dimE = n, quelles inégalités

peut-on écrire entre Card (¢), Card (%) et n.
3. Sous-espaces vectoriels, somme directe :

(a) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Quelle relation existe-t’il entre dimE et
dimF?

(b) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Ecrire la relation entre dim (F+
G), dimF et dim G (Formule de Grassman).

(c) Que devient cette relation si F et G sont en somme directe ? Expliquer.

(d) SiF et G sont deux sous-espaces supplémentaires dans E, comment construit-
on une base de E a partir d’une base de F et d’une de G?

4. Applications linéaires en dimension finie :

(a) Soient e= (ey,...,e,) une base de E. Soit u € £ (E,F). Posons : Vi € [1,n],
fi. Prouver que :

1w estinjective si et seulement si (f,..., f,) est libre.

2 u estsurjective si et seulement si (fi,..., f) est génératrice.
(b) Qu’est-ce que deux espaces vectoriels isomorphes ?
(c) Qu’est-ce que le rang d’une famille de vecteurs ?
(d) Qu’est-ce que le rang d’une application linéaire.

(e) Réciter la formule du rang.

u(e) =

2.13 Dérivabilité

On considere une fonction f:I—Retacl.

2.14 Dérivée en un point

1. Qu’est-ce que le taux d’accroissement de f en a?

2. Que signifie que f est dérivable en a ? Quelle est I’interprétation géométrique ?
3. Que signifie que f est dérivable a droite en a ?
4

. Prouver en utilisant la définition que x — /X est dérivable sur R} mais n’est pas
dérivable en 0.

2.14.1 Dérivée sur un intervalle

1. Que signifie que f est dérivable sur I?

2. Une seule des deux implications suivantes est vraie, laquelle ?
1 Si f est dérivable sur I alors f est continue sur L.
2 Si f est continue sur I alors f est dérivable sur I.

3. Réciter le théoreme de dérivation de la bijection réciproque.

2.14.2 Applications de la dérivation

1. Réciter le théoreme de Rolle. Quelle est son interprétation géométrique ?

2. Réciter le théoreme des accroissements finis. Quelle est son interprétation géomé-
trique ?

3. Réciter I'inégalité des accroissements finis. Quelle est son interprétation géomé-
trique ?
4. Prouver la divergence de la série harmonique.

5. Redémontrer la totalité du théoréme 2?.

2.14.3 Dérivées d’ordre n

1. Qu’est-ce qu’une fonction de classe €°?

2. Qu’est-ce qu’une fonction de classe € ?

3. Soit n €N, qu’est ce qu’une fonction de classe €" ?
4. Réciter la formule de Leibnitz.

5. Réciter le théoréme de la bijection de classe €.

2.14.4 Calcul de dérivées

Le formulaire de dérivation doit étre | parfaitement | connu.

2.15 Matrices - Systemes linéaires - Déterminants
2.15.1 Calcul Matriciel

1. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie munis respectivement
de bases e et f. Soit u € £(E,F). Comment s’écrit la matrice de u relativement aux
bases e et f? Comment s’écrit la matrice d’un vecteur x de E relativement a la base
e?

2. Qu’est qu’une matrice élémentaire de My, , (K) ?

3. Donner la base canonique de My, (K). Démontrer que c’est bien une base et en
déduire la dimension de 91,,, (K) (on pourra faire la démonstration en petite di-
mension).

4. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Quelle est 1a dimension
de £(E,B)?

5. Comment est défini le produit matriciel ?

6. Donner I’écriture matricielle de la composition de deux applications linéaires. Re-
démontrer cette formule.

7. Donner I’écriture matricielle de I’image d’un vecteur par une application linéaire.
Re-démontrer cette formule.

8. Qu’est-ce que la transposée d’une matrice ?

9. Qu’est-ce qu’une matrice inversible.
10. Donner la définition de GL,, (K). Quelles propriétés possedent cet ensemble ?
11. SiA,BeGL, (K), prouver que AB € GL, (K) et donner I’inverse de AB.
12. Si A€ GL, (K), prouver que AT € GL,, () et donner I’inverse de AT.

13. Qu’est-ce que la trace d’une matrice carrée. Donner les propriétés de 1’application
«trace ».

14. Qu’est-ce qu’une matrice diagonale, triangulaire supérieure, scalaire ?

15. Prouver que I’ensemble des matrices scalaires de taille n est un sous-espace vecto-
riel de 9, (K), en donner une base et déterminer sa dimension.

16. Prouver que I’ensemble des matrices diagonales de taille 7 est un sous-espace vec-
toriel de 91, (K), en donner une base et déterminer sa dimension.

17. Prouver que I’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n est un
sous-espace vectoriel de 91, (), en donner une base et déterminer sa dimension.

18. Qu’est-ce qu’une matrice symétrique, qu’est ce qu’une matrice antisymétrique ?



19.

20.
21.
22.

23.

24.

25.

Donner une base du sous-espace vectoriel des matrices symétriques de taille n et
du sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de taille 7, en déduire leur
dimension respective et que ce sont deux sous-espaces vectoriels de 91, (K). (on
pourra faire les démonstrations pour n = 3 par exemple)

Qu’est-ce qu’une matrice de changement de base.

Donner les trois propriétés des matrices de changement de base.

Réciter et re-démontrer la formule de changement de base pour la matrice d’un
vecteur.

Réciter et re-démontrer la formule de changement de base pour la matrice d’une
application linéaire.

Qu’est-ce que le rang d’une matrice. Quel lien y a t’il avec I’application linéaire
qu’elle représente dans des bases données ?

A quelle condition nécessaire et suffisante sur son rang, une matrice carrée est
inversible ?

2.15.2 Systemes linéaires

[ SRS I S ]

. Qu’est-ce qu’une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice ?

. Comment calculer le rang d’une matrice en utilisant des oel ou des oec ?
. Soit . un systeme linéaire. Qu’est-ce que le rang de ./’ ?

. Que signifie que . est compatible ?

. Comment interpréter en terme vectoriel un systéme linéaire. A quelle condition

« vectorielle » est-il compatible ?

. Comment interpréter matriciellement un systeme linéaire. Que signifie « matriciel-

lement » qu’un n-uplet (x1,...,X,) est solution de ce systeme.

. Comment interpréter en terme d’application linéaire un systeme linéaire. Que si-

gnifie « en terme d’application » :
(a) qu’un n-uplet x = (x1,...,X,) est solution de ce systeme.

(b) que ce systeme est compatible, c¢’est-a-dire qu’il posséde au moins une solu-
tion.

(c) que ce systéme possede au plus une solution.
(d) que ce systeme est de Cramer, ¢’est-a-dire possede une et une seule solution.

. Décrire I’ensemble des solutions d’un systémes linéaires. Re-démontrer cette pro-

position.

2.15.3 Déterminant
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2.16

. A quelle condition une fonction admet-elle une intégrale sur un segment donné ?

13.

. Rappeler la définition du déterminant d’une matrice carrée de taille n.

. Expliciter le déterminant d’une matrice de taille 2 et celui d’une matrice de taille 3.
. Donner les différentes propriétés du déterminant d’une matrice.

. Sile déterminant d’une matrice est non nul, que peut-on dire de cette matrice ?

. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Qu’est-ce que le déterminant

d’une famille de vecteurs de E dans une base e de E.

. Si le déterminant d’une famille de vecteurs est nul, que peut-on dire de cette fa-

mille ? Méme question si il est non nul.

. Donner la définition du déterminant d’un endomorphisme. Prouver qu’il ne dépend

pas de la base choisie pour le définir.

. Donner les différentes propriétés du déterminant d’un endomorphisme.
. Réciter le théoréme de calcul d’un déterminant par des oel et des oec.

10.
. Donner la définition du mineur et du cofacteur d’indice (i, j) d’une matrice carrée.
12.

Que vaut le déterminant d’une matrice triangulaire ?

Comment développe t’on un déterminant suivant les lignes (ou les colonnes) d’une
matrice.

Intégration

. Que dire de I’intégrale d’une fonction continue positive sur un segment [a, b].

. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] telles que f < g. Que dire des

intégrales respectives de ces deux fonctions ?

. Donner la relation de Chasles.

. Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que m < f <M ou m,M € R. Que dire

de I'intégrale de f sur [a, b] ? Que dire de

Srwa

. Si f:f(t) dt =0 que peut-on dire de f?
. Donner la définition d’une primitive.

. Soient F; et F, deux primitives d’'un méme fonction f. Que peut-on dire de F; et

F, ? Re-démonter ce résultat.

. Réciter le théoréme fondamental de 1’analyse.
10.
11.
12.

Quel est le lien entre intégrales et primitives ?

Réciter le théoreme d’intégration par parties.

Que dire de I'intégrale d’une fonction paire sur le segment [—a,a]? Et d’une
fonction impaire ?

Réciter la formule de Taylor avec reste intégrale.

2.17
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Développements limités

. A quoi servent les développements limités ?

. Que signifie que f posseéde un développement limité a I’ordre 7 en 0?

. Qu’est-ce que la partie principale et le reste d’un développement limité.

. Re-démontrer que la partie principale du développement limité a I’ordre n en 0

d’une fonction paire ne contient que des termes pairs.

. Soient f et g deux fonctions admettant des développement limités a 1’ordre n en

0 : Comment calculer le développement limité a I’ordre n en 0 de
(@ f+g?
®) fg

(c) é (a quelle condition ce DL existe til 7).

. Réciter le théoréme de composition des développements limités.

7. Réciter le théoreme de primitivation des développements limités.

8. Soit a>0et f:]0,al — R une fonction qui admet un DL en 0 de la forme :

f @) =ap+a (x—xo) +ax (x—xo)"+xgx0((x—xo)")

avec ai # 0. Prouver que f est prolongeable par continuité en 0, qu’elle est déri-
vable en 0. Donner une équation de la tangente au graphe de f en 0 et déterminer
la position du graphe de f relativement a cette tangente.

. Réciter le développement limité a I’ordre n en 0 de :

p 1
@ x— 1%

(b) x—e*

(c) x—sinx

(e) x—shx
(f) x—chx
(2 x—(1+x)%avec xR

(d) x—cosx (h) x—In(1-x)

. Retrouver le développement limité a 1’ordre 72 en 0 de :

(a) x—»%

(b) x—

(c) x—In(1+x)

(e) x—tanx

|H+

Ty (f) x— arctanx

(g) x— arcsinx

(h) x—+v1+xavec n=2

(d) x—sinx

2.18 Polynomes

. Qu’est-ce que le degré d’un polyndme.
. Que peut-on dire du degré d’un produit PQ de deux polynomes ? du degré de leur

somme P+Q?

. Donner la base canonique de K, [X]. Redémontrer que c’est bien une base de

Kn X].

4. Réciter le théoreme de la division Euclidienne.

. Qu’est-ce qu’une racine d’un polyndme P ?

6. Soit P un polyndme et a une racine de P. Que peut-on dire du polynéme X — o ?

Redémontrer cette propriété.

7. Que peut-on dire du nombre de racines d’un polynéme relativement a son degré ?

8. Réciter la formule de Taylor pour les polyndmes.

. Qu’est-ce qu’une racine a d’ordre r d’un polynéme P ?
. Comment caractériser le fait que a est une racine d’ordre r d’un polyndme P ?

Redémontrer ce théoreme.

. Réciter le théoreme fondamental de I’algebre.

. Comment se factorise un polynéme dans C [X] ?
. Comment se factorise un polynéme dans R [X] ?
. Qu’est-ce qu’un polyndme irréductible.

. Décrire les polynomes irréductibles de C [X]?

. Décrire les polyndmes irréductibles de R [X] ?

2.19 Séries numériques

Soit (1) une suite réelle ou complexe.

1.
. Qu’est-ce qu’une série convergente ?

~N N R W

Qu’est-ce que la série Y u, de terme général u, ?

. Qu’est-ce qu’une série grossierement divergente.

. Qu’est-ce que la somme d’une série convergente ? Comment est-elle notée ?
. Qu’est-ce que le reste d’une série convergente ?

. Donner le critére de Riemann et redémontrer le.

. Donner les criteres de comparaison de deux séries réelles positives Y. u, et Y. v,

dans les cas :
(@) up<v,
(b) up oo Un
© up=_o0 (vp)
n—+oo

et redémontrer les.

8. Qu’est-ce qu’une série absolument convergente.

9. Quel est le lien entre 1’absolue convergence d’une série et sa convergence ?



2.20 Probablités

2.20.1 Espaces probabilisés

Soit Q un ensemble fini. Soient A, B € 22(Q).
. Qu’est-ce qu’une probabilité sur Q?

. Qu’est-ce que deux événements incompatibles ?

W =

. Qu’est-ce qu’un systéme complet d’événements de Q?

N

. Compléter
(a) PAUB)=?
(b) P(A%) =?
(c) P(@) =2
(d) P()=?
. Redémontrer les deux premieres formules.
. Donner la définition de la probabilité¢ conditionnelle de A sachant B.
. Donner la formule des probabilités composées.

. Redémontrer cette formule.

O 0 9 N W

. Donner la formule des probabilités totales.
10. Redémontrer cette formule.

11. Donner la formule de Bayes.

12. Redémontrer cette formule.

13. Que signifie que A et B sont indépendants ?

2.20.2 Variables aléatoires et lois de probabilité
Soit Q un ensemble fini.
1. Donner la définition d’une variable aléatoire sur Q.

. Qu’est-ce que la loi de probabilité d’une variable aléatoire.

W N

. Qu’est-ce que I’espérance d’une variable aléatoire ?

. Qu’est-ce que la variance et 1’écart type d’une variable aléatoire ?

[N

. Réciter la formule de Bienaymé-Tchebychev. Comment interprétez-vous cette for-
mule ?

. Qu’est-ce que la loi de Bernoulli. Donner son espérance et sa variance.
. Qu’est-ce que la loi binomiale. Donner son espérance et sa variance.

. Qu’est-ce que la loi conjointe d’un couple de variables aléatoires ?

NN BN o

. Qu’est-ce qu’un couple de variables aléatoires indépendantes ?

10. Que signifie que les variables aléatoires Xj,...,X,, sont mutuellement indépen-
dantes ?

11. Si Xj,..., X, sont mutuellement indépendantes et qu’elles suivent chacune une la
loi de bernoulli 98(p) alors que dire de X; +...+X,,?

2.21 Produits scalaires et espaces euclidiens
Soit E un R-espace vectoriel.
1. Qu’est-ce qu’un produit scalaire sur E?
. Donner au moins 2 exemples de produits scalaires.
. Qu’est-ce qu’un espace préhilbertien ?
. Qu’est-ce qu’un espace euclidien ?
. Qu’est-ce que la norme associée a un produit scalaire ?
. Réciter I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

. Qu’est-ce que des vecteurs orthogonaux.
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. Qu’est-ce que I’orthogonal d’un sev ?

9. Qu’est-ce qu’une famille orthogonale de vecteurs ? orthonormale ?
10. Prouver qu’une famille orthogonale de vecteurs est libre.
11. Réciter et redémontrer le théoréeme de Pythagore.
12. Expliquer I’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
13. Donner I’expression du produit scalaire dans une base orthonormée.
14. Qu’est-ce que le projeté orthogonal d’un vecteur x sur un sev V?
15. Qu’est-ce qu’un projeteur orthogonal ?

16. Donner I’inégalité de Bessel.

3 Exercices

3.1 Nombres complexes

Exercice 1
Soient neN et eR\2nZ.

1. Montrer que :

i (n+1)0
no. . g sin =
Z ezke —el"2 - é
k=0 sin3
2. En déduire :
n n
Y cos(k0) et Y sin(k6).
k=0 k=0
3. En déduire :
n
Y ksink®.
k=0
Solution :
1. Comme 6 € R\21Z, e # 1 et en reconnaissant la somme des n + 1 premiers
termes d’une suite géométrique de raison e, on a :
c(n+1)6 . (n+1)6O - (n+1)0 . 0
n ik n lek_l_e(nﬂ)e_el 5 Pl _eiT 3 B ingsm(n_g)_
€ €)= o - 0 0 .0 i Ay
k=0 k=0 l=e e’z ez —ei2 sinj
2. Par ailleurs :
s (n+1)0
n no 9y sin 252
Y cos(k6) = Re(z e’ke) = cos(n— —T
k=0 k=0 2/ sing
. (n+1)0
B L i 0\ Sin —5—
> sin(k6) =Im| Y ek = sm(n—]—2
2 in 8
k=0 k=0 siny
3. Pour la derniére somme, il suffit de dériver I’égalité Zﬁ:o cos (k) =
o) Sin ("*21)9 sinw .
cos|n5 | ——-— = ———=— — — par rapport a 0. On trouve alors
2 .0 ) 2
siny 2siny;
2n+1)60 ... 0 . (2n+1)6 0
L 1(2n+1)cos(—sm——sm—cos—
Y ksinkf == 2 2 z.
k=0 4 sin? 3
Exercice 2
1. Résoudre dans C, I’équation
N N
(1+i2)° =(1-i2)° (%) (€]

. b 2n .
2. En déduire les valeurs de tan 3 et tan 5 que I’on exprimera sous la forme :

Vp+ravn, (np,qeN*xZz

. b1
3. En déduire la valeur de tan o

Solution :

. . R . 1+iz
1. Soit z une solution de (%). z# —i donc 1 —iz # 0. Posons U = oy Le nombre
—iz

;2
complexe U doit vérifier U® = 1. En posant w = elTn, il existe k € [0,4] tel que :
U=0of

Alors :
_(uk -1

<)
—— =tan|—
wk+1 5

A ] kn
On vérifie réciproquement, que | z = tan 5

2. Résolvons de fagon différente I’équation (%) en développant les deux membres a
I’aide de la formule du binbme de Newton :

est solution pour k €10,4[.

1+5(i2) +10(i2)% +10(i2)° +5(i2)* + (i2)°
=1-5(iz) +10(iz)? = 10(2)° +5(i2)* - (i2)°
— 5iz+10(i2)°%+(i2)° =0
— z[z4—1022+5] =0
Et si z est une solution non-nulle, Z = z* est racine du trindme
72 -10Z+5=0

qui posséde deux racines réelles :

Z1=5-2v5 Z,=5+2V5




et donc, les racines de (%) sont :

‘0, +1/5+2V5, i\/5—2\/5‘

kn . . bd 27
Comme tan — est strictement positif pour k = 1,2, et comme tan =< tan =

on trouve que

b / 2n /
tang= 5-2V5| et tan?= 5+2v5

3. En utilisant la formule de trigonométrie :

2tan®

tan20 = ———
1-tan?0

bd b L
avec 0= ok et en posant A = tan ok A doit vérifier :

\/5-2V5A%+2A—-1/5-2V5=0

et A est alors la seule racine positive de ce trinéme :

5-2
A= —\/_
5-2v5
Exercice 2

Soit z€ U\ {1}. Montrer que :
z+1 |
— €iR.
z-1

On pourra prouver cette propriété par trois méthodes différentes :
1. Une méthode algébrique utilisant les propriétés du groupe U.
2. Une méthode utilisant la factorisation par I’angle moitié.
3. Une méthode géométrique.

Solution :

Meéthode algébrique :| Comme ze U\{1},ona:z ' =Zet

z+1_(z+1)(z—1)_ zZ—-z _ . Im(z)
z-1" z-17 T lz-12

o112 €iR.

Avec les angles moitiés : | Comme z € U\ {1}, il existe 0 € 10,27[ tel que : z = €™®.

Par factorisation par I’angle moitié :

i§( 8, i
i e2le'2+e
z+1 ele+1 -Cosg : e H
— =5 S= 5 7 =i—yp =icotan- € iR.
-1 e-1 ei2 (eti_e—li) sinz 2

Méthode géométrique : | si A est le point du plan complexe d’affixe z, B celui d’af-

fixe 1 et C celui d’affixe —1, ABC est un triangle inscrit dans le cercle unité et
BC est un diamétre de ce cercle. Par application du théoreme de la médiane,

z+1 . z+1
ABC est donc rectangle en A et arg(—l) =7 [n]. On en déduit que — est
Z— Z—

un imaginaire pur.

3.2 Fonctions usuelles

Exercice 2
Résoudre I’équation arcsin x = 2arctan x.

Solution : Pour tout X € |-1/2,1/2[, comme 1 + tan?X = 1/ cos?X, il vient cosX =
1/v1+tan?X. Donc cosarctanx = 1/(V1+ x?) car arctanx € |-n/2,7t/2[ et comme
sinX = +v'1 —cos?X, on a aussi sinarctan x = x/v'1 + x2. On a alors :

arcsinx = 2arctanx

= x=sin(2arctanx)
— x =2sin(arctan x) cos (arctan x)
2x
= =
1+ x2
= x -x=0
-

x=-1, x=0oux=1

Réciproquement, on vérifie que ces 3 nombres sont solutions de 1’équation.

Exercice 2
Etudier
ﬁ )
1+x

fx) = arccos(

Solution : Considérons la fonction ¢ (x) = % Elle est définie sur [0,+ool et déri-

vable sur ]0,+oo[, et
1-x

230+ 0?2

En tracant le tableau de variations de ¢, on voit que ¢ est a valeurs dans [0, %]. Comme

Vx>0, ¢'(x)=

arccos est définie et dérivable sur [0,%], f est définie continue sur Dy = [0, +oo[ et
dérivable sur 10, +ool, et

Vx €]0, +ool, f’(x)zix x @' (x)

(1+x)?
_ (x-1)
2VxVx2+x+1(x+1)
. . n
Par conséquent, f est décroissante sur [0,1], croissante sur [1,+oo[ et f(0) = > f=
b b
= if8) —=
aod

X—too 2
Comme f'(x) re +00, f n’est pas dérivable en 0 (demi-tangente verticale).
x—

Exercice 2
Montrez que

1
Vx=0, arctan(shx)=arccos (—)
chx

Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie.

Solution : Considérons la fonction f : [0, +oco[— R définie par

1
= hx)— —
f(x) = arctan(sh x) arccos(C )

Elle est dérivable sur I’intervalle 10, +oo[ et Vx>0,

F= chx 1 shx =@
1+sh?x 1—_1_ch’x
ch?x

Comme f(0) =0, on trouve que Yx € [0, +ool, f(x) =0 ce qui prouve I’égalité.
Par Ia trigonométrie : on sait que pour tout X € [0, %[, 1+ tan®X = ]-Zx donc

Cos’
1
tanX = —< 1
cos“X

car tanX = 0 (on ne garde pas la détermination positive de la racine). Soit un réel x = 0.

1 1
Comme — €]0, 1], arccos —) €[0,m/2[. Alors
chx

chx
1
-1=Vch?’x—1=shx

1
t. —: | —mX
an(arccos(chx)) 2( ( 1 ))
cos? |arccos | —
chx

car shx > 0. On prouve ainsi 1’égalité.

3.3 Equations différentielles

Exercice 1
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

Ly - y=shx. 2. y"+2y +5y=cos’t

Solution :
I. po:R—R, x— (1+chx)(@+In(l+chx); aoeR

2. L’équation caractéristique associée a (E) admet deux racines complexes conju-
guées —1+2i. Les solutions de 1’équation homogene sont donc les fonctions
t— (Acos2t+Bsin2¢) e~*. Linéarisons le second membre, on obtient : cos? t =
1/2(1+cos2t). Une solution particuliére de y" +2y +5y = 1/2cos(2t) est
t— 1/34cos2t+2/17sin2t. Une solution particuliére de y" +2y' +5y = 1/2 est
la fonction constante :t — 1/10. On applique alors le principe de superposition et
les solutions de (E) sont les fonctions t— (Acos2t+Bsin2t)e™! +1/34cos2t +
2/17sin2¢+1/10 avec (A,B) € R?.

Exercice 1
Résoudre sur R 1’équation différentielle :

(B): y'+4ry +(11+42)y=0

. . . 2
en introduisant la fonction z (t) = e*" y(t).



Solution : Supposons qu’il existe une solution y de (E). Considérons, pour tout t € R, la
fonction z donnée par: z (1) = e y (1), soit y(£) = e~ z(1). D’oi1 y/(£) = (2 —2t2)e~" et
V') = (2" —4t2 + (@2 =2)z(0)e". Donc 0 = y' (1) +4ty (D +(11+42) y(1) = (2" (t) -
417 (0 + @12 -2)z+4t7 - 812+ 11 +42)e " = (2" +92)e~". Donc z vérifie I'équation
du second degré a coefficients constants : z" +9z = 0. Les solutions de cette équation
R — R

. oi1 o, € R. Par
x — acos3t+psin3t B

différentielle sont de la forme : @qp : {

conséquent y est de la forme :

_{R — R
Wabi| x (xcos3t+Psin3r)e "

avec o, € R. On vérifie réciproquement que les fonctions de cette forme sont solution
de I’équation.

3.4 L’ensemble des réels

Exercice 1
1. Montrer que

VneN*, vVn+ —\/ﬁ<2%ﬁ<\/ﬁ—\/n—l
n

2. En déduire la partie entiere de

1 1 1
|1+ —=+..+
2 V2 /10000
Solution :
I. Ona:
\/m_\/ﬁ:(\/rn -vn) (Vnt1+vn) 1 L
Vn+l+yn Vn+l+yn 2yn

On montre de méme que :
1
—<vVn-Vn-1.
2yn

2. On en déduit que

1(%)0 \/_ 1( 1 1 ) 1%}0\/_
Vi+l-Vi<—[l+—+..+ < d=Yi=1l
= 2 V2 V10000) =

Mais les deux sommes extrémes sont télescopiques et on trouve :

1 1 1
V1000 —1<—(1+—+...+ )<\/10000
2 V2 v/10000
Soit aussi :
99<1(1+ ! ot ! )<100
20 V2 V10000

1 1 1
On en déduit que E(— (1+—+...+ )):99
: 2 V2 /10000

3.5 Ensemble des entiers - Combinatoire - Formule du binome de
Newton

Exercice 2 Inégalité de Bernoulli
1. Montrer par récurrence 1’inégalité de Bernoulli : Vx>0, VneN, 1+nx<
1+x".

2. Re-démontrer cette inégalité en utilisant la formule du binéme de Newton.

Exercice 1
Soit (p, n) e N? avec p € [0, n].
1. Montrer que : p(:) = n(;’;}).
n n
2. Endéduire que : Y p| | = n2"!
p=0 \P

Solution :
1.

p(Z) " i1:)!!17! “(n1 —n(z(ﬂn—_li))!!(p S ”(Z: i)

3.6 Suites réelles

Exercice 2
Etudier la suite de terme général

& k
u, =
" k]\/n9+k

Solution : Pourtoutn=1:

Des n? k <"2 k  2(iP+1) n* (1+1]
SVid+k mVnd 2V Zn% n2) n—+oo

donc par application du théoreme des gendarmes,.
00

Exercice 1
On considére la suite (u,) donnée par :
N 11 1 1
vneN’, u,=-+—+—+...+—
n  n+l  n+2 np
oll p est un entier strictement positif fixé.
1. Montrer que :
1
Vxel0,1[, l+x<e’s—.
I-x
2. En déduire que :

x+1
Vx>1, In—=<
X

1 X
X x-1
3. En déduire la limite de (u,) puis qu’elle est convergente et donner sa limite.

<In

Solution :

1. Soit x = 0. Si n =0 I’inégalité est clairement vérifiée. Soit n € N. Supposons que
I’inégalité est vraie au rang n et prouvons la au rang n + 1. Par application de
I’hypothése de récurrence :

I+n+D)x=1+nx+x<A+0"+x<(+x)"+x1+x)"=1+x)"""

car 1+ x> 0. La formule est alors prouvée par application du théoréme de récur-
rence. Remarquons que cette démonstration est encore valable si x > —1.

2. Soient neN et x = 0. En appliquant la formule du binéme :

bl i

= l+nx

a+x"

Solution :
10,1] — R

1. 11 suffit d’étudier les fonctions f : { X — e —(l+x) et g :

10,1] — R
x — (1-xe‘'-1

2. Soit x> 1. On a donc % €10,1[ et, par application de I’inégalité précédente, il

vient que :
1
1 - 1
l+—<eX <
x 1
1__
X
1
x+1 - X
— —=<eXs——
X x-1
1
- 1 X
< In—<lhex=—<lnh—
X x-1

3. Pour tout k € [0, np — n], en appliquant I’inégalité précédente a x = n+k =1, on

obtient :
n+k+1< 1 n+k

< <ln——
n+k n+k nn+k—1

In
ce qui s’écrit aussi :

In(n+k+1)-In(n+k) < ;sln(n+k)—ln(n+k—l)
n+k

Sommons maintenant ces inégalités pour k variant de 0 a np — n. On reconnait
des sommes télescopiques et on obtient :

In(np+1)-Inn<u, <Innp-In(n-1)

Mais In(np+1)-Inn=In(p+1) ——Inpetlnnp-In(n-1 =lnn—p1 =
—+00 n—
1 L Inp. Enfin, par application du théoréme des gendarmes, on
n 1 l n—+o00
n
obtient : i Inp




Exercice 1
Donner des équivalents simples lorsque n tend vers +oo pour les suites de terme
général :

L un=n%—1 4. uy = (n+3nn)e D

| 1o ot
sin-+1 nl+e
2 Up=—2— 5 up= i an
tan L 27+3
712 1 1
— NS 6. up= -
3. u,,—ln(n+ n +1) n o1 il

Solution :

1 Inn
l. upy=nn—-1=en -1 ~

n—+oo
équivalents et car 2 0.
. n—+oo

o1 o1

sin- +1 sin- +1

2 up=—2— ~ —IL —=p2(sini+1) ~
tanL n—+oo L n n—+00

nz n2

s L
3. u,lzln(n+ n2+1]=lnn+ln(1+,/l+#]maisw—m

Inn n—+oo
donc ln(1+ 1+l2) = o (nn) et donc dapres I’exercice 1?2,
n n—+oo
u Inn|
n—+o00
4. u, = (n+3lnpe ™Y = ne'("+l](1+31“7"] = car 1+
n—+oo
Inn
S . n—+oo L
n
5. u =n!+en:£—l+% ~ i 1
C M T gng3n 3" 14 (2)" n—+eo[ 3
6 = 1 B 1 vn+l-vn-1 2
T Vn-1 Vel ViZ—1 ViZ—1(Var1+vn—T1)

—— car

1 2
nyn 1 1 1 n—+oo nyvn
\/_,/1—7(,/1+z+,/1—;] vn
2
+00 1‘
1 1 1 n—
V/l_?(‘/1+ﬁ+‘/1_ﬁ]

1. Fi={(x,y)eR? | 2x+y =0}
2. F={(xy)eR? | x2+y*=1}

3. F3={(x,y)eR? | y=x}
4. Fy={(x,y)eR? | x-2y=3}

Solution : Rappelons qu’une partie de R? est un sous-espace vectoriel de R? si et
seulement si c’est le singleton {0}, une droite vectorielle ou R? tout entier.

1. Le couple (0,1) est élément de F; mais ce n’est pas le cas du couple (0,—1) qui
lui est pourtant colinéaire. F; n’est donc pas stable par combinaison linéaire et ce
ne peut étre un sous-espace vectoriel de R?.

2. Le couple nul (0,0) n’est pas élément de F, et donc F, ne peut étre un sous-espace
vectoriel de R?.

3. On vérifie facilement que F3 est une partie non vide de R?. Si (%), (x’,y’) €F3
et si o, € R alors on vérifie facilement que ax +px’ = ay+py’ et donc que
a(x,y) +P(x',') € Fs. F5 est donc un sous-espace vectoriel de R?.

4. Le couple nul (0,0) n’est pas élément de F4 et donc F4 n’est pas un sous-espace
vectoriel de R?.

Exercice 1
On note E = .% ([0,1],R) I’ensemble des fonctions définies sur [a, b] a valeurs dans R.
Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de E ?

L Fi={fe€" (0,1,® | f'(0)=f (1}

2. B, ={fe€’(0,1],R) | Vxe[0,1], f=0h F4:{f€<€°([0,1],[R) | folf([)dr:o}

Exercice 2

1. Montrez que les deux suites de terme général

n
1
up=Yy, —k—z\/n+1
k=1

n
1
=Y —-2Vn
=1 vk
sont convergentes de méme limite.

2. En déduire un équivalent simple de la suite de terme général

n
Su=) —

=1 Vk

Solution :

1. L’ensemble F, est clairement un sous-ensemble de E. F; est non vide car il
contient la fonction nulle. Soient f,g € F, o,f € R. On combinaison linéaire de
fonctions 6" sur [0,1] est encore €' sur [0,1] et (af +Bg) (0) = (of +Pg)’ (1).
F, est donc bien un sous-espace vectoriel de E.

2. Une combinaison linéaire de fonctions positives n’est pas forcément positive. 11
s’ensuit que F, n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

3. L’intégrale entre 0 et 1 de la fonction nulle est nulle. Cette fonction n’est donc
pas élément de F3 et F3 ne peut étre un sous-espace vectoriel de E.

4. L’ensemble F4 est clairement une partie non vide de E. De plus, une combinai-
son linéaire de fonctions d’intégrales nulles est d’intégrale nulle et si f,g € Fy,
B € R alors, par linéarité de I'intégrale : [ (of +pg) (1) dr = afy f(1)dt +
Bfol g (1) dt = 0. F4 est donc bien stable par combinaison linéaire et c’est bien un
sous-espace vectoriel de E.

Exercice 1
Soit
{ EPRR — FCRR

f — f'-2f'+f
1. Prouver que ¢ est un endomorphisme.
2. Calculer Kerg.

3. ¢ est-elle injective ?

Solution :

1. On calcule pour ne N* :

1 1 2
Upt1— Up = —-2Vn+2+2vn+1= =
" " vn+1 vn+l vVn+l+vn+2

et puisque vVn+2= v/ n+1, il vient que u,+1 — u, = 0. Donc (u,) est croissante.
On montre de méme que (v,) est décroissante. On calcule

2
0<dp=vp—up=2Vn+l1-vn=——
0= Up—Up =2(V Vn) NrEs W

et donc (d,) converge vers 0. Les deux suites (u,) et (v,) sont donc adjacentes
et convergent donc vers la méme limite [ € R.

. v oo
2. Puisque VneN*, S, = v,,+2\/Z:2\/ﬁ(1 + #_), il vient quem‘
n

Solution :

1. Soient o,p € R, f,g € € R R). Utilisant la linéarité de la dériva-
ton : @(a+pg) = (a+Pg)’ —2(a+pg) + (a+Pg) = af"-2f"+f) +
B(g"-28 +8)=ag(f)+Py(g). ¢ est bien linéaire.

2. Soit f € € [R,R). f €Kerf siet seulement si f" —2f"+ f =0. En appliquant le
théoreme de résolution des équations différentielles linéaires du second degré a
coefficients constants, on obtient : Ker f = Vect (t — te', t— e).

3. Il est alors clair que ¢ n’est pas injective.

Exercice 1
Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E.

1. Montrer que Im f cKerg <= gof =0.
2. Montrer que fog =gof = Kerg est stable par f.
3. Montrer que gof =id = f injective.

. . v,
En effet, comme (v,,) est convergente, on sait que L _o.
2vn

3.7 Espaces vectoriels

Exercice 1
Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de R? ?

Solution :

1. SiImf < Kerg alors pour tout x € E, f(x) € Imf < Kerg donc g(f (x)) = 0.
Donc gof = 0. Réciproquement, si go f =0 et si y € Im f alors il existe x € E tel
que y=f(x) et g(y) = g(f (x)) =0 donc y € Ker f. On a alors bien Im f < Ker f.

2. Soit x € Kerg. Alors g(f(x)) = f(gx)) = f(0) = 0 donc f(x) € Kerg et
Ker g est stable par f.

3. Sigof=idetsixeKerf alors 0= g(0) = go f(x) =id(x) = x. Donc x =0 et
Ker f = {0}. On en déduit que f est injective.

3. F3:{fe<g°([o,1],me) | fJf(r)dt:l}




3.8 Fonctions d’une variable réelle

Exercice 1
Déterminer lorsqu’elles existent les limites en le nombre indiqué des fonctions sui-

vantes :
V1+In(1+xInx) -1
1. f(x):Menx:O*.
sinxlnx
2 f)=(1+%)"enx=+ooetpour acR.
X
X

3. f()c)=(1+sin1“7”]F en x =+oo

arctan(x—1) sin(e® "V -1)

4. = - =1
f® x2-1 Inx enx
1
5. f(x):chxarcsinzx enx=0
x+1
x X -x
6. f(x)=—F——renx=+
r® In(1+x2) 00
Solution :
V1+In(1+xl -1 1
I f= n‘( L) ~ %Ax 0 carxlnx Oet f(x) ~ 3.
sinxInx x—0* “sinxInx x—0* x—0*

1

Donc f (x) —
x—0%

2

2 f@) = (1+9) = 4% mais x(1+9) ~ @ donc par opérations sur les li-
- X—+00
mites :f (x) = .

;o Inx
xln(l +sm7]

X
= jnlox)inx _ Inx is sinlx
3 fx) (1+sm x) e mais sin %% —— 0 donc
xln(1+sin1"7x] xsin DX g
x —
Inx x—to0 Inx x—toolnx lldonciAto x—+00 lz‘
s arctan (x—1) arctan(x—1) x=x-1 arctanX X 1
4. D’une part : 5 = ~ — =
xc—1 (x-1(x+1) X(X+2) Xx=0 2X 2
in (e(x=1) i (pX) (X)
sin (e -1 —x—1 Sin(e*w -1 e -1
D’autre part : ( ) xee1 ( ) ~ ( ) ~ —==1donc
Inx In(1+X) x—0 X X—0 X
sin(e®~V -1) e
Inx = flx x—1
Inchx In(1+ (chx-1))
5. f(x) = chxarcsin?x = earcsin’x = e arcsin’ x et In(1+(chx-1) ~
x—0
In(1+(chx-1)) x?%

1
= —. On en déduit que

2
(chx-1) ~ — donc ~ — .
x—0 2 x—0 2x2 2

arcsin® x

Fo)—
x+1
6 % —x_xxlf—l _xeth—l B o Inx
" (1+x2)  TIn(1+x2)  “In(1+x2) ==+ In(1+x2) In(1+x2)
Inx

lnx2+ln(1+§] h

Exercice 1
Pour chacune des fonctions suivantes :

1. Déterminer ol elle est définie.
2. Déterminer la ot elle est continue.

3. La prolonger par continuité, quand c’est possible, 1a ot elle n’est pas définie.

(\/l—xz—l)sinx 3 f(x)zlenx
I f)=——"— ’ sinx
arctanx )
1
2. f(x)z\/}cos(%)—: 4. ﬂx)z*(l—x)shx__shx

Solution :
1. f est définie sur1=[-1,1]1\{0}. f est continue sur I comme produit et quotient
2
—xZ 2
2

de fonctions continues surl. De plus, six€1: f(x) o
x—
peut prolonger f par continuité en 0 en posant f (0) = 0.

2. f estdéfinie surl=R;\{1}. f est continue surI comme produit, somme et compo-
sée de fonctions continues. En appliquant le théoréeme des gendarmes, on montre
que \/}cos(%) 0 et donc que f (x) —1. On prolonge f par continuité

x—0* x—0*
a droite de 0 en posant f(0) = 0. Comme \f(x)\ — too f n’est pas prolon-
P

geable par continuité en 1.
3. f est définie sur I = Ry \ N. Par opérations sur les fonctions continues, f est
. x*Inx
continue sur 1. De plus °5 7 o
continuité a droite de 0. f est par contre divergente en tout x € tN*.

- xInx 0 donc f est prolongeable par
x—

4. f est définie sur I = R\ {0,1}. Par opérations sur les fonctions continues, f est

3 1
———— donc f(x) ~ — — 1.
(1-x)shx fe )xa() 1-x x—0
On peut alors prolonger f par continuité en 0 en posant : f(0) = 1. On a aussi :

X) ~ ——
fe )xﬂl (x—1)sh1l
continuité en 1.

continue sur I. Pour tout x €1, f(x) =

qui est divergente en 1. f n’est donc pas prolongeable par

Exercice 1
Soit f: R — R continue telle que xllrpoof(x) =-let xlerwf(x) = +1. Prouver que f
s’annule

Solution : Comme xl_ir_noof(x) = -1, il existe a € R tel que f(a) < 0. De méme,
comme xETmf(x) =+1, il existe b € R tel que f (b) > 0. f étant continue, d’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires appliqué sur le segment [a, b], on en déduit qu’il

existe c € [a, b] tel que f(c) =0.

3.9 Dimension d’un espace vectoriel

Exercice 1
Dans E =R*, on considére I’ensemble

F={(x,y,z,) eE|x=yetx—y+t=0}

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E, et déterminer une base de F.
2. Déterminer un supplémentaire de F dans E.

3. Le supplémentaire trouvé est-il unique ?

Solution :

1. OnaF={(x,y,z,t) eE;x=yetx—y+t=0}={(x,x,2,0) | x,ze R} =Vect (u,v)
avec u = (1,1,0,0) et v = (0,0,1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires
donc ils forment une famille libre. En conclusion, (u,v) est une base de F et
dimF =2.

2. Introduisons les vecteurs w = (1,0,0,0) et W = (0,0,0,1). On montre facilement
que la famille (u, v, w,W) est libre. Comme son cardinal est égal a la dimension
de R*, c’est une base de R* et si G = Vect (w,W) alors F et G sont en somme
directe.

3. Ce supplémentaire n’est bien entendu pas unique. On montre de la méme fagon
que précédemment que, par exemple, G' =Vect ((1,0,1,0),(0,0,0,1)) est un autre
supplémentaire de F dans R?.

Exercice 2
Soit f € £(E,F) avec E et F deux K-espaces vectoriels tels que dimE = n et dimF = p.
Dire, pour chacune des phrases suivantes, si elle caractérise I'injectivité, la surjectivité
ou la bijectivité de f :

1. L’image de toute famille libre de 6. 1gf =p.
E par f est libre 7. L’image d’une base de E par f
2. Imf=F est une base de F.
3. L’image d’une base de E par f 8. L’image de toute famille généra-
est génératrice de F. trice de E par f est génératrice de
4. rgf=n. E

5. L’image d’une base de E par f 9. 3ge L(EE), gof=ide
est libre. 10. 3ge€ £(EE), fog=idg

Solution :

. Supposons que I’image de toute famille libre est libre. Montrons que f est in-
Jjective. Considérons une base e de E et un vecteur x € E tel que f(x) = 0.
Notons (x1,...,x,) € R" les coordonnées de x dans la base e. On a donc :
0= f(x) =X} X f(e). Mais la famille e = (ey,..., e,) étant libre, il en est de
méme de la famille (f (er),...,f (en)). L’égalité précédente n’est donc vraie que
six; =...= X, =0 et alors x = 0. On a ainsi montré que Ker f = {0} et que f est
injective.

2. Silm f =F alors f est surjective.

3. Si I'image d’une base e = (ey,...,e;) de E par f est génératrice de F alors
montrons que f est surjective. Soit y € F. La famille (f(e1),..., f (en)) est
donc génératrice de f et il existe des scalaires ay,...,a, € R tels que y =
arfle)+...+anf(en) = fare; +...+ayey). Par conséquent, y = f(x) avec
x=oe +...+apey et f est bien surjective.

4. Sirgf = n alors f est injective. En effet, d’aprés la formule du rang, on a :
dimE = dimKer f +rg f et il vient que dim Ker f = 0 c’est-a-dire que Ker f = {0}.

5. Sil’image d’une base e = (ey,...,e,) de E par f est libre dans F alors montrons

que f est injective. Soit x € E tel que f (x) =0 et soit (xy,...,X,) les coordonnées

de x dans la base E. Alors 0 = f(x) = Z;’Z:o x; f (e;). On termine alors comme

dans la premiére question et on montre que x =0 c’est-a-dire que f est injective.




6. Sirg f = p alors par définition du rang d’une application linéaire, dimIm f =p =
dimF et donc Im f =F. On prouve ainsi que f est surjective.

7. Sil’image d’une base de E par f est une base de F alors en appliquant les résultats
des questions 3) et 5), il vient que f est bijective.

8. Si I'image de toute famille de E par f est génératrice de F alors en particulier
I’image d’une base de e est génératrice de F et appliquant la question 3, f est
surjective.

9. Siil existe g € £(EE) tel que go f =idg alors g est surjective et f injective. Pour
que f soit surjective, il faudrait supposer de plus que dimF = dimE.

10. Siil existe g € £(EE) tel que fog =idp alors f est surjective et g injective. Pour
que f soit injective, il faudrait supposer de plus que dimF = dimE.

Exercice 1
Soit I’espace vectoriel E des polynoémes a coefficients réels de degré < 4. On considére
I’ensemble
F={PeE|P(0)=P'(0)=P'(1)=0}
1. Montrer que F est un K-espace vectoriel, déterminer une base de F et préciser
sa dimension.

2. Montrer que le sous-espace vectoriel G = Vect(1,X,1+ X +X?) est un supplé-
mentaire de F dans E.

Solution :

1. Déterminons F. Soit P € F. Puisque P(0) = P'(0) = 0, 0 est racine double (au
moins) de P. Donc 3Q € R[X] tel que P = X*Q. En examinant les degrés, on
obtient que degQ < 2. Donc Q = aX? + bX + c. Alors Q' = 2aX + b. Comme P’ =
2XQ+X?Q’, et P'(1) =0, on trouve que 4a+3b+2c = 0. Donc P = X?(aX? + bX —
2a— Eb) On vérifie réciproquement qu’un polynéme de cette forme est dans F.
Donc

3
ol Py = X* —2X? et P, = X3 - =X2. On vérifie que (P1,P;) est une famille libre
(degrés distincts). C’est donc une base de F et alors dimF = 2.

2. On vérifie que (1,X,1+X +X?) est une famille libre (degrés étagés). C’est donc
une base de G et alors dimG = 3. On montre ensuite que Fn G = {0}. Soit P €
FNG. Alors comme P € G, il existe a, b, c € R tels que P = a+ bX +c (1 +X +X3).
Mais comme P € F, on a aussi P(0) = P'(0) = P’(1) = 0 et on abouti au systéme

atc =0
b+c =0 donc I'unique solution est le triplet nul. Donc P =0 et F et G sont
b+3c =0
bien en somme directe. Puisque dimE = 5 = dimF + dimG, d’apres le cours,
E=FeG.

Exercice 2
On considére I’application linéaire

R[X]

np:{ P

1. Montrer que I’endomorphisme ¢ est injectif.

— R[X]
— P+P'+P”

2. Montrer que I’endomorphisme ¢ est surjectif.

Indication : Pour montrer la surjectivité, étudier la restriction de ¢ a R, [X] qui est un
espace de dimension finie.

Solution :

1. Soit un polynéme P € R[X] tel que P +P'+P" =0, soit P = —(P' +P"). Si I'on
suppose que P #0, on a degP < degP — 1, une absurdité. Donc ¢ est injective.

2. Soit un entier n € N. Notons @,, la restriction de ¢ a R,(X]. Alors, si P € R, [X],
@n(P) =P+P'+P" € R,[X] car deg(¢, (P)) < max(degP,degP’,degP”) < n. Donc
@p est un endomorphisme de R, [X] injectif, donc surjectif, car R,[X] est un es-
pace de dimension finie n+ 1.
Soit alors P € R[X]. Notons n = degP. Alors P € R, [X] et donc 3Q € R, [X] tel que
@, (Q) =P. Mais alors ¢(Q) =P et on a donc montré que ¢ est surjective !

3.10 Dérivabilité

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur R par :

X\ X
f(x)={(x)

six>0
1 six<0

1. Vérifier que f est dérivable sur R et calculer f'.
2. La fonction f est-elle de classe €' sur R ?

3. La fonction f est-elle deux fois dérivable sur R ?

F = {aX*+bX3-(2a+ g b)X%(a,b) eR%} = {a(X4—2X2)+b(X3—gX2); (a, b) € R?} =[Vect(P

Solution :

2 . %9 e
1. Pour tout x € R%, f (x) = e ™*, La fonction f est dérivable surR*. par opérations

sur les fonctions dérivables. f est par ailleurs clairement dérivable sur R*. Etu-
f(x)—f(O) _ elenx_l

-0  x  x—0*
0. Donc f est dérivable a droite en 0 et f(; 0)=0.

dions la dérivabilité de f en 0. Six € R} : A(x) =
0 car x*Inx

x—0* x—0*
1l est clair que f est dérivable a gauche en 0 et que fé (0) =0. f est donc dérivable
en0 et f'(0) =0. En résumé, f est dérivable sur R.

xlnx

2. La fonction f’ est continue sur R* par opérations sur les fonctions continues. De
plus, six €R% : f(x) = (2xInx +x) e Inx ——— 0 par opérations sur les limites.
x—0
Il est par ailleurs clair que si x € R*, f'(x)
fe€ ().

3. f' est dérivable sur R* par opérations sur les fonctions dérivables. En 0% :

5 0. f” est donc continue surR et
P

2
x*1Inx —00
x—0*

_F0-f© _ @xlnx+x)e’ns

AR x—-0 X

=@2lnx+1e

par opérations sur les limites et car x*Inx —0. f n’est donc pas deux fois
x—0

dérivable en 0.

Exercice 2
Soit
f: { [%,T{[ — R
: 1
1. Vérifier que f réalise une bijection de %,n[ sur [1,+oo[.
2. Sans calculer f~1, déterminer son ensemble de dérivabilité et calculer sa déri-
vée.

Solution :

1. La fonction sin : [%,n[ — 10, 1] est strictement décroissante et la fonction x — 1/x
est strictement décroissante sur ]0,1]. Donc par utilisation de la régle des signes
pour la composition des fonctions, f est strictement croissante sur [3,7[. On
en déduit que f réalise une bijection de 1=10,1] sur] = f (I). Par opération sur
les fonctions continues, f est continue sur I et donc d’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires, ] est un intervalle de R. Comme f (x) +o0 et que

f(n/2)=1, on en déduit que J = [1, +oo[.

X—n"

2. f est dérivable sur I comme quotient de fonctions dérivables sur 1. De plus si
x €1, f'(x) = —cosx/sin® x. On remarque que f' ne s’annule qu’en 7/2. Donc
f~! est dérivable sur |1, +ool[. De plus, pour tout y €]1,+ool :

1 _sinzf’1 ()

=7 )

/2%, on en déduit que £~V (y) — ot donc
=1

Mais comme f~!(y)

y=1*
1 est, d’aprés le théoréme du prolongement dérivable, non dérivable en 1. En
conclusion f~! est dérivable sur]1,+ool.

Exercice 1
Soit f:R — R dérivable et telle que f' ne s’annule pas. Prouver que f ne peut étre
périodique.

Solution : Raisonnons par I’absurde. Supposons que f est périodique et notons T >0
sa période. Soit ac R et b= a+T. La fonction f est continue et dérivable sur (a,D].
De plus f(b) = f(a+T) = f(a). On peut alors appliquer le théoreme de Rolle a f
sur le segment [a, b]. On en déduit que f' s’annule en un point de [a, b] ce qui est en

contradiction avec I’énoncé.

Exercice 1 Divergence de la série harmonique
L’objet de cet exercice est de prouver la divergence vers +oo de la série harmonique.
Cette derniére est la suite de terme général :

H, =

M=
| =

k

1. Montrer que :

1 1
VneN*, ——<In(n+1)-Inn<—
n+1 n

2. En déduire que la suite (H,,) diverge vers +oo quand n tend vers +oo.

So

lution :

1. Soit n e N*. On va appliquer I’inégalité des accroissements finis a la fonction In sur
le segment [n,n+1].Ona:

1 In est continue sur [n,n+1].

2 In est dérivable sur|n,n+1[.




1 1 1
3 Pour tout x € In,n+1[, on a : — < f'(x) = — < — car f
+1 X n
R — R
+ 1 est décroissante.
x

I . , 1 1
D’apres I’inégalité des accroissements finis, on a donc : = <sln(n+1)-lnn<—
n n

1
2. Soit n e N*. Appliquant I’inégalité précédente, on obtient, pour tout k € [1, nl, % =
In(k+1)—Ink et donc :

=2(In2-In1)+(In3-In2)+...+(n(n+1)—Inn)=In(n+1)—In1l
=In(n+1)

car cette derniere somme est télescopique. On applique alors le théoreme des gen-
darmes, comme In (n+ 1) +00, on en déduit que la suite (H,,) est divergente.

5. On déduit facilement de cette derniére inégalité et du théoréme des gendarmes

6. On utilise I’inégalité précédente. On cherche pour quels valeurs de n, (2e/9)" <
3In10

" . . .2In3-In2-1

suffit de calculer u4 pour connaitre a a la précision requise. On trouve a = 0.789

41073 prés. Ceci est valable quelque soit la valeur prise au départ pour uy !

1073, On passe au logarithme et on trouve n = =~ 13,7. Donc il

n—+oo

Exercice 2
On considere I’application f et la suite (u,) définies par :
R, — R up€10,1
Iz o ot 0€]0,1[
VneN,

X —

52 Un+1 = f (un)

. Montrer que I'intervalle 10, 1[ est stable par f.
u, €10, 1[ (et donc que (u,) est bien définie).
. Montrer que f admet un unique point fixe a dans I’intervalle 10, 1[.

2@ n
. Prouver que : VneN, |upy—al< (?) .

En déduire que VneN,

WO o~

. Conclure.

[NV N

. Donner une valeur approchée de o a 103 pres.

Solution :

|
|
I
iy Uy Uprlmgo

1. La fonction f est dérivable sur R, comme quotient de telles fonctions. De plus,
e*(1+x)
2 +x)?
Comme f(0) =1/2 et que f (1) = e/3 <1 on en déduit que f(10,1[) ]0,1[.

2. Par définition, ug €10, 1[. Soit n € N. Supposons que u, €10,1[. Comme 10, 1[ est
stable par f, il vient que up4+1 = f (u,) €10,1[. On prouve ainsi la propriété par
récurrence. On a de plus clairement pour tout n € N, u, # —2 donc (u,) est bien
définie.

pour tout x € Ry, f'(x) = donc f est strictement croissante sur R,.

3. Introduisons la fonction

6:{ [0,1]

X —

—_— [R
e —x(x+2)

Par opérations sur les fonctions continues, 0 est continue sur [0,1]. De plus,
f0)=1>0et f(1) =e—-3 <0 donc d’apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, © admet un zéro sur 10,1[. On montre facilement que pour tout x € [0,1],
0’ (x) = e*—2-2x et 0" (x) = e*—2. Donc sur [0,1], 0" est strictement négative
et 0’ est strictement décroissante. Comme 0’ (0) = —1, sur [0,1], 8’ est strictement
négative et 0 est strictement décroissante. On peut alors affirmer que le zéro de f
sur]0, 1[ est unique. On le note «.

4. Soit n € N*. La fonction f est continue sur [u,—,«] et dérivable sur Ju,_1,a[.
D’aprés I'inégalité des accroissements finis :

lup—al < sup |f'(X)|lup-1—al
xel0,1[
2e
< glun_l—cxl.

car f' est strictement croissante sur [0, 1]. Par une récurrence facile, on en déduit
que

2e\"
luy, —aof < D lug —af.

Mais comme ugp,« €10,1[, on a : |up — | < 1 et on obtient I’inégalité proposée.

3.11 Matrices - Systémes linéaires - Déterminants

Exercice 2
Calculer, sous forme factorisée :

a-b-c 2a 2a 1 a a
I 2b b-c-a 2b 511 b B
2¢ 2c c—a-b 1 ¢ ¢
0 a (appelé déterminant de Vander-
21la o0 ¢ monde).
b0 a+b b+c c+a
l+a a a 6. | @+ PP+ P+a®
3. b 1+b b B+ B+3 S+ad
c c 1+c¢
a b c 1 sina cosa
4. {c a b 7.1 1 sinb cosb
b ¢ a 1 sinc cosc
oll a, b, ¢ sont trois réels.
Solution :
a-b-c 2a 2a
.| 20 b-c-a 2b Dhletly
2c 2c c—a-b
a+b+c a+b+c a+b+c
2b b-c-a 2b =
2c 2c c—a-b
CZ_CZ—Cl
1 1 1 G =Ca=Cx
(a+b+c)| 2b b-c—a 2b _—
2¢c 2c c—a-b
1 0 0
(a+b+c)| 2b —-b-c—a 0 =
2c 0 —-c—a-b
0 a b
2la 0 ¢ = par application de la regle de Sarrus.
b ¢ 0
l1+a a a l1+a+b+c l+a+b+c l+a+b+(
3| b 1+b b |Rihtletls b 1+b b
c c 1+c c @ 1+c
C —=C-C
11 . C3—C3-C;
(I+a+b+c)| b 1+b b —_—
c c 1+c
1 00
(+a+b+a| b 1 0 |=[1+a+b+c]
c 0 1
a b c a+b+c b ¢
40 c a b |2=EEZCG | ibic a b |=
b ¢ a a+b+c ¢ a
Ly —Lx-L
b ¢ g —=llg=liy 1 b c
(a+b+c)|1 a b |=—————=(@+b+0c)| 0 a-b b-c |=
1 ¢ a 0 ¢c-b a-c
(a+b+c)(a®+b*+c?—ab-ac—bc) = ;(a+b+c)((u—b)2+(a—c)2+(b—c
a a? ti_tz_ti 1 a a?
501 b P _— 0 b-a b -d? =
1 ¢ ¢ 0 c-a c*-a*
1 a a?
(b-a)(c-a)| 0 1 b+a
0 1 c+a
| P 1 a a
== (b-a(c-a)| 0 1 b+a |=|(b-a)(c—a)(c—Db)
0 0 c-b
a+b b+c c+a =2 oD c+a
6| @?+p? P+c® P+a? | D=2EG | o2 a2 242 | =
A+ PP+ S+ad -2 b+ S+ad
¢  b+c c+a
2| & PP+t F+a?
S BP+d S+ad




C—C-C
C3—C3—C O 11 1
S ———————— -2| ¢ b a = —2abc| ¢ b a =
¢ ¥ o ¢ ¥ oa
—2abc(b—a)(c—a)(c—Db)| car on reconnait un déterminant de Vander-
monde.
. Ly —L-L .
1 ana cosa g =lig=iiy 1 ] sma. cosa
7.11 sinb cosb |=——————=| 0 sinb-sina cosb—cosa |=
1 sinc cosc 0 sinc-sina cosc—cosa
1 sina cosa
0 2cos&esink5t  —2sin &4 sin ke =
0 2cosS4sinSGe  —2sin F4sin G4
1 sina cosa
—4sin%sin% 0 cosit sinZe |=
0 cos<? sin<4

2 2
Acinb=a o c—a(qi,cta b+a _ ;. bta cta —
4sin 7 Sin = (sm =2 cos > sin > cos = ) =

b- — —b
—4sin% sin &4 sin(% - %) =|-4sin—Zsin "L sin ="
2 2
Exercice 1
Calculer le déterminant
0 1 1
1 -1
A= .
0 .0
1 -1

Solution : Ajouter toutes les colonnes a la premiere :

C—Ci+--+Cp

On trouve alors un déterminant triangulaire : A = (=1)""'(n—1).

Exercice 1
Calculer le déterminant

(x+1) 1 1

2 (x+2) 2 2

Ap=| 3 3 (x+3) 3
n (x+n)

Solution : Retrancher la premiére colonne a toutes les autres :
Cr—C2-Cy, Cp—=Cp=-C

On remarque ensuite que dans les n—1 derniéres colonnes, la somme de tous les élé-
ments vaut 0. Ajouter donc toutes les lignes a la premiére. On se raméne a un détermi-

+1
nant triangulaire : A = x"~! (x + %)
Exercice 1
Soit n e N*. Calculer
S1 S S - Sy
St S2 S - Sy
S; S, S3 - Sg
S1 Sz S -+ Sy

oll pour tout 1< k<nona

k
Sp=Yi
i=1

Solution :
1. On montre par un calcul direct que A2—2A-1,=0.
2. L’égalité précédente amene : A(A—2I,) =1I,. A est donc inversible et sa matrice
-1 2i
inverse est :
—-i -1

3. On retrouve ce résultat en utilisant la comatrice ou en passant par un systéme.

Exercice 1

1 2 -1
SoitA=| 0 1 1
0 0 1

1. Montrer que A~ 13 est nilpotente d’ordre 3 (c’est-a-dire que (A—13)? # 0 et que
(A-15°=0
2. En déduire, en utilisant la formule du binbme de Newton A" pour tout n € N.

Solution :
1. Par un calcul direct, on montre que B = A—1I3 vérifie B3 = 0 et B> #0.

2. Utilisant la formule du binéme, ce qui est valide car I3 x B = B x I3, on obtient,
pourn=3 :

A" = B+L)"

" (n
Bk

2

o< el

1 2n nn-2)
= 0 1 n
0 o0 1

Cette formule reste valable si n=0,1,2.

Exercice 1
Dans le R-espace vectoriel E = R® muni de sa base canonique e, on considére la
famille de vecteurs € = (€;,€2,€3) donnés par €1 = (1,0,2), €2 = (0,1,1), €3 = (1,0,1).
Posons F =Vect (€1,€2) et G=Vect (e3).

1. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E. Donner une base de E adaptée
a la supplémentarité de ces deux sous-espaces vectoriels.

2. Ecrire, dans la base e, la matrice de Ia projection p de E sur F parallélement 2
G.

3. En déduire les matrices, dans la base e de :
(a) la projection p' de E sur G parallélement a F.
(b) la symétrie s par rapport a F parallélement a G.

Solution : FaireL, —L,—-L,—1,Ly—1 —Ly—1—Lj;—2, ..., Lo — Ly —L;. On trouve

St S ... ... &
2 oo ooo 2
A= 3 ... 3 |=np
(0) ’ :
n

Exercice 1

1 2i
On considere la matrice A € M, (C) donnée par A = ( _i ll )

1. Montrer que A>~2A—1, = 0. On dit que X? —2X —1 est un polyndme annulateur
de A.

2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

3. Retrouver ce résultat par un calcul direct.

Solution :
1 0 1

1. OnaMat,(e)=| 0 1 O |etdetA=-1.Lafamille ¢ estdonc une base de E.

2 1 1
On en déduit que (g1,€2) forme une base de F et que (e3) forme une base de G.
Ces deux sous-espaces sont de plus clairement supplémentaires et la base € est
adaptée a cette supplémentarité.

1 0 0

2. On a : Mat, (p) =] 0 1 0 | et en utilisant les formules de changement de

0 0 0
base Mat, (p) = Po—.e Mate (p) Pe—. avec Po_e = Mate (€) et Pe—e = (Po—e) ™.
-1 -1 1
Apres calculs, on trouve Mate (p)= 0 1 0
=2 =l 2

2 1 -1

3. (a) Onsait que p+ p' =idg. Donc Mat, (p') =Is—Mat.(p)=| 0 0 0

2 1 -1
(b) On sait aussi que s = 2p —idg. Donc Mat(s) = 2Mat,(p) =I5 =
-3 -2 2
0 1 0
-4 -2 3
Exercice 1
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base e = (e}, e2, e3). On considére u € £ (E)
1 0 0
représenté dans la base e par la matriceA=| 1 2 0

-1 0 2



1. Montrer que la famille € = (g1,€2,€3) avec €1 = (-1,1,-1), 2 = (0,1,0) et &3 =
(0,1,1) est une base de E. Ecrire la matrice de passage de la base e a la base €.

2. Calculer la matrice de u dans la base €.
3. En déduire la matrice de u" dans la base e.

Solution :

-1 0 0
1. Comme Mat,(e)=| 1 1 1 | etquedet(Mat,(€)) =1, la famille f est de
-1 0 1

rang 3 et forme donc une base de E. De plus P,_. = Mat, (€).

2. Appliquant les formules de changement de bases : Mate (1) = Pe—., Mat, (1) Pe—¢

-1 0 0
avec Pep = (Pe—e) ™' =| 2 1 -1 | et Mat, (1) = A. On en déduit que
-1 0 1
1 0 0
Mats ()= 0 2 O
0 0 2
3. Notons P = P,_ et Ag = Mate (1). On a donc : Mat, (u”) = A" = (PAGP™!)" =
1 0 0
PAJP~!=| —1+2" 2" 0

1-2" 0o 2"

Exercice 1 Extrait des petites Mines 2006
I-Ftude de deux ensembles de matrices
Soit (x,y) un élément quelconque de R?. On note M, la matrice

x=y y
2 x+y
Soit T le sous-ensemble de M (R) tel que = = {My,y | (x,y) e R?}.

1. Quelle relation doivent vérifier x et y pour que la matrice My, y ne soit pas inver-
sible ? Calculer le produit My, x M_y, . En déduire I'inverse de My, y lorsqu’il
existe.

2. X est-il un sous-espace vectoriel de (M, (R), +,.) ? On justifiera sa réponse.
Soit A= (02 O)Emtz(ma) et] ={A+My, | (x,y) e R?}.

3. Montrer que J est un sous-espace vectoriel de (M (R),+,.).
4. Quelle est la dimension de J ? Déterminer une base de J.
5. Montrer que la loi x est interne dans J.

11 - Etude d’une application de 901, (R)

Soit B une matrice quelconque de M, (R). Soit g I’application de M, (R) dans M, (R)
qui a la matrice X associe la matrice g (X) =B xX.

1. Montrer que @p est un endomorphisme de I’espace vectoriel (M (R),+,.).

. 1 1
2. On suppose dans cette question que B=My,; = (2 3)‘

(a) g est elle surjective ? Bijective ?

(b) Déterminer la matrice de g dans la base canonique de 9, (R).
On rappelle que la base canonique de 9, (R) est constituée des matrices
(E1,1,E1,2,E2,1,Ea2) ol

10 01 00 00
E“:(o 0) E”:(o 0) Ez'lz(l 0) et E2'2:(0 1)

. 2
3. On prend dans cette question B=Mg _, = (

-2 Lo .
2 _2)‘ g est-elle surjective ? Bi-

Jective ?

Solution : 1.

1. My,y n’est pas inversible lorsque x?—y? -2y =0. Dans les autres cas, My, est
inversible dans 9, (R), mais peut-étre pas dans X.
Myy x Moy = (2 = x* +2))o. Donc, lorsque x* —y* =2y # 0, Mz}, =
M(—J/ZT"QM)/, )/ZTYZ-i-Zy] qui appartient bien 4 X.

2. La matrice nulle n’appartient pas a X. Donc X n’est pas un sous-espace vectoriel
de (M (R), +,.).

R? — E
(x,y) — A+Myy
Son noyau est réduit au vecteur nul. ¢ est donc bijective.

3. L’application ¢ : { est linéaire, clairement surjective.

4. Une base de E est donc, par exemple, (¢(1,0),¢(0,1)).] est de dimension 2.

' _ x-y y x=y ' _
S5 9 e y) = ( 0 xiy )( 0 gl =
xx'—xy —yx'+yy xy'+yx'
0 xx'+xy' +yx' +yy

=@x'+yy,xy + yx). C’est bien dire que la loi x est interne
dansJ.

II.

1. On a BAAX + pnY) = ABX + uBY. De plus BX € 9, (R). @p est donc un endomor-
phisme de (M3 (R), +,.).

3

=72

donc -1 = ()

2 (2) OnaB'= ( ‘11)_ On a g1 (pp (X)) = BL.pp (X) = B'BX=X. On a

1 1)\(1 1 . ..
(b) OnaBE,,; = ( ) ( 0) = ( 0) =E;,1 +2E; ;. On obtient ainsi la pre-

2 3/{o0 0 2 0
1
o q . 0
miere colonne de la matrice de g dans la base canonique de 9, (R) : 5|
0
1 010
~ 01 01
On trouve de la méme facon les autres colonnes : 2 0 3 ol
02 0 3

3. Cette fois B n’est pas inversible. Puisqu’il n’est pas question d’obtenir une solu-
tion a @ (X) = I, @p n’est pas surjective et donc pas bijective.

3.12 Intégration
Exercice 2
higit#0

. On considere la fonction f donnée
1sit=0

Soit ¢ : R — R définie par ¢(t) = {

par f(x) = [Z (1) dt.

. Déterminer I’ensemble de définition de f.

. Montrer que f est impaire.

. Déterminer la dérivée de f et en déduire ses variations.

. Déterminer la limite de f en +oo.

L A LN~

. Tracer la tangente a I’origine, puis la courbe représentative de f.

Solution :

shx
1. ¢ est continue sur R*. De plus, — —— 1 donc ¢ est aussi continue en 0. Par

application du théoréeme fondamental de I analyse, on en déduit que ¢ admet une
primitive F sur R. Pour tout x € R, f (x) = F(2x) — F(x). f est donc définie et de
classe €' surR.

u=-t

2. f est impaire : soit x€ R, f(-x) = [; —dr == [ ——du = —f(x) par

imparité de sh.

3. f est strictement croissante. Pour tout x € R, f’ (x) = 2F (2x) — F' (x) = 2¢ (2x) —

sh2x—-shx | "
—— sixeR
Lp(x)={ 33

. Comme sh est croissante sur R, f est stricte-
0 six=0
ment croissante sur R.

. . sht shx .
4. Soit x >0 et soit t € [x,2x]. On a : = > — car ¢ est croissante sur R}
X

ht
Donc : f (x) =f0xsTdt>shx

Par symétrie, on a aussi : f (x) — —00.
—00

+00. On en déduit que f (x) e +00.

—+00

5. On montre de plus facilement que f admet la bissectrice principale comme tan-
gente en 0.

Exercice 1
Soit neN. On pose

14n
I,,:f —eltdr
o n!

1. Déterminer lim, o1, ;



2. Trouver une relation de récurrence entre 1,41 et 1, ;

3. En déduire la limite de la suite de terme général

Solution :
"o, e
1. Pour tout t€[0,1],ona —e ~"<—. Donc :
n! n!
1
e e
Osllnlsf —dt=—.
o n! n!
Par le théoréeme des gendarmes, 1,, —— 0.
n—+oo

2. On effectue une intégration par parties :

1 th [n+l 1 1 tn+] 1
Inzf —eltdr= el"] +f et = ——— + 1,0
b n! (n+1)! 0 Jo (n+1)! (n+1)!

3
e+ D! |

donc|I,41=1,—

3. Par télescopage, on en déduit que
n

1
ZE:IO—I,,+1

Top+1. Commel():e—l,‘
—+00

et donc que S, R

Exercice 1
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale a la fonction x — In (1 + x)
entre 0 et 1, montrer que :

1 (—1)"_1

1 1
l-—+-——+...+ In2
2 3 4

n n—+oo

La fonction x — In(1+ x) est de classe €°° sur [0,1]. On montre facile-
D" -1
1+x)"

Solution :

ment que YneN*, Vxe[0,1], ™ 1+x)= . On applique alors la

formule de Taylor avec reste intégrale :

1 (D% (k-1)

n
In2 = Z—|

La-0" =Dt

ok 1+nk b n (1+p™!
1 1 1 —1n-! 1 (_1\(] =P
= 1——+———+...+( 1 +f CD"a-n dt
2 3 4 n o L+8)"(1+1)
Mais
1” — n _ n 1
Lnta-n" ’ f (1 t) d[sf ;dtzl(l—i) 0
o A+9"1+D o 1+t\1+¢ b (1+p"+! n 91 ) oo

et on conclut comme dans I’exercice précédent.

Exercice 2 Intégrale de Wallis

Pour tout n €N, on pose :
I

I, =f2 sin” rdt.
0
Une telle intégrale est appelée intégrale de Wallis.
1. Montrer que

n

2
VneN, I,,=f cos" rdr.
o

2. Calculer Iy et1;.
3. Montrer que
n+1
VneN, I = —1I,
n+2
4. En déduire, pour tout p € N, une expression de Iz, et I»p+1 a 'aide de facto-
rielles.
5. Montrer que (I,,) est décroissante et positive. En déduire que (I,) est conver-
gente.
6. En déduire que pour tout ne€N :
In+l < In

1< .
In+2 In+2

7. Montrer que 1, oo | P

8. Etablir que pour tout n€N, (n+1)1,41, = 3
Ed

9. En déduire que : 1, et P

Solution : Soit neN.
1.

)
sin” tdt

—
3
U}
S—

. . bl
2. On vérifie facilement que Iy = % etl =1.
3. En effectuant une intégration par parties, on montre que :

n

7
Inso = f sint.sin*! tdr
0

P b4
q 2 2 q
[—cos t.sin™y 02 +(n+ l)f cos? t.sin" rdt
o

L
2
(n+ 1)/ (1-sin®¢).sin" tdt
0

donc : T4z = (n+1) I, = (n+1D)y4p d'0il : p4p = 21,
4. D’apres les deux questions précédentes et grace a un raisonnement par récur-
rence, on montre que, pour tout p e N :

22 (p)?*
(ep+1)V

_ep o
2p = 22p(p!)2 2 2p+1 =
5. Pour tout t € [0, 2] sin” t = sin* ¢ donc 1,, = 1,41 et (I,) est décroissante. Par

ailleurs : sin” t = 0 donc I,, = 0. La suite (I,) est donc décroissante et minorée.

Par application du théoréme de la limite monotone, (1,) est convergente.

6. (I,) étant décroissante, il vient que : I,4p <In1 <1, ce qui s’écrit aussi : 1 <

InH In

<

In+2 In+2 '
7. D’apres les questions 3 et 5, on obtient :

I _ I _n+2

L2 In+2 n+1

n+2
mais ——
n

— 1 licati héore
el donc, par application du théoréme des gendarmes,

n+l

letdonc:I,42 ~ Ipyqouencore:l, ~ T,iq.
I42 n—+oo n—+oo n—+oo

8. En utilisant les expressions trouvées dans la question 4, on montre que :
(n+D Il = %
9. Par application des deux questions précédentes et par opérations sur les équiva-

lents :
L
I,= \/ \/I A =/ el
n n-in+l = 2(n+ b nﬂ+oo 2n

3.13 Développements limités

Exercice 1
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale a la fonction x — In(1+ x)
entre 0 et 1, montrer que :
11 (-nn!

1
l1-—+-——4+...+——— ——1In2
2 3 4 n n—+oo

La fonction x — In (1 + x) est de classe € sur [0,1]. On montre facile-
=" (n-1)!
1+x)"

Solution :

ment que VneN*, Vxe[0,1], In"(1+x)= . On applique alors la

formule de Taylor avec reste intégrale :

G NEL (k—l)' la-9" (= 1)”(n)'
In2 = -
n ,;Ok! 1+nF W aenmil
1 1 1 (—1)”*’ f(—l)”(l—t)"
= 1-—=—+-———+.. +
2 3 4 n b 1+0"(1+1)

Mais

n _ n 1
f (SUECS ’ f 1 t) dtsf S — dr:l(l—i)—’o
b (1+D" (1+t) o 1+t 1+t b A+p™! n 21 ) n—+oo

et on conclut comme dans I’exercice précédent.

Exercice 1
Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes :



In(2x%-1) 4 1im 2 1

I. lim - lim = - =
x—1 tan(x—1) =0x%  sin’x
1 1
1 im—- - ———
2. lim x—len(1+—) > Egtl)x In(1+ x)
X—+00 X 1
X —arctanx L (125 + .+ 0\ X
3. lim —————— 6. lim| ———
=0 sindx x=0 n

Solution :
1.
In(2x°=1)  x=x-1 In(1+4X+2X?)

tan(x—1) tanX
4X+ o X)
X—0

X+ o X)
X—0
4+ o (1)
X—0
1+ o (1)
X—0

= [

1

3 ﬁln(l+X)
1 1 X2 2
S-=[X-=+ o (X
X Xz( 2 Xgo( )

1
x—len(1+—)
X

1
= = X
2 xzo( )

1

X—0 2

X—arctanx X —arctanx

sin’ x x—0 x3
1,3 3
1+ 0 (x
36+ o ()
P
1
= -+o0(
3 x—0
1

x—0 3

1 1 sin’ x — x3

X3 sindx x3sin® x
sin3 x — x3

x—0 S

x6

1
= ——+o0()
2x  x—0

) 1 1 . ) 1 1
et| lim — — —— = —oo | tandis que| lim — - ——— =+o0
x—0* X sin” x x—0" x° sin® x

1 1 In(1+x)—x
* In(l+x) xIn(1+x)
In(1+x)—x
x—0 x2
-5+ 0 ()
o

1
= --+ o (1)
2 x—0

1°+2%+...

n

+n’f)% ((1+xln1)+(1+xln2)+...+(1+xlnn)+x20(
n

n+(nl+...+Inn)x+ o (x) 716
_ ( x—0 )
n

(1 +ln(n!l"]x+x20(x))

ln(1+ln(n!%)x+ o (x))
x—0

= e P

ln(n!%)x+x20(x)

= e X
1
[ln[n!ﬂ)+ o (1))
= e x—0
1
o)
— e = I'n
x—0
Exercice 1
On considere la fonction f: x— — T
X —
1. Montrer que la fonction f peut étre prolongée en une fonction de classe €' sur

R.

2. Déterminer une équation de la tangente au graphe de f en O puis étudier la
position de la courbe de f par rapport cette tangente.

Solution :
1. f estde classe €' sur R* par opération sur les fonctions de classe €' sur R*.
Montrons que f est prolongeable en 0 en une fonction de classe €' en 0. Pour
ce faire, calculons le développement limité de f en 0. Dans I’objectif d’étudier la
position du graphe de f relativement a sa tangente en 0, poussons ce développe-

ment limité a I'ordre 2 :

X X

er—1

1 1
x+-x2+=x3+ o (x3)
2 6 x—0

1

1+ix4 s o (%)
2 6 x—0

1 1
= [1-zx+—=x%+ o (¥}
2 12 x—0

On peut donc prolonger f par continuité et dérivabilité en 0 en posant f(0) =1 et
1
"0)=-.
1 2

11 peut étre utile de le vérifier :

1 1
24 2
——x+—x+ o (x
fO-fo _ 2712 xHO( )
x-0 X
1
= ——+—=x+ 0o (x)
2 12 x—0
1
x—0 2

1
donc f est dérivable en 0 et| f' (0) = 3t

Reste a montrer que f' est continue en 0. On a, pour tout x € R*,
(x-De“+1
(ex-1)?
(x-1e‘+1

ffx =

En résumé, f est €' surR.

2. Une équation de la tangente en 0 au graphe de f est. De plus :

f(x)—(—§+1] = —x*+ o (¥¥)

==



La quantité f (x) —(— il 1) est donc positive dans un voisinage de 0. On en déduit
que le graphe de f est situé au dessus de sa tangente en 0 dans un voisinage de 0.

Exercice 1
Considérons la fonction définie par I’intégrale

2

o dt
x V14t

1. Montrer que f est définie et de classe € sur R.
2. Déterminer le DL(0, 10) de Ila fonction f.

3. Déterminer un développement asymptotique de la fonction f au voisinage de
+oo  la précision 1/x'0.

fx)=

Solution :

1. La fonction g : t — 1/V1+ t* est définie et continue sur R. D’aprés le théoréme
fondamental, elle admet une primitive G sur R. De plus G est de classe €° sur R
et pour tout x€R :

f)=G(x*)-G).

On en déduit que f est définie et de classe €°° sur R et que pour tout x € R,

yoo . 2Xx 1
fx)= = :
V1+x® 1+ x2

2. Il vient alors que fonction f’ est de classe €° sur R et en primitivant le DL(0,9)
de f', on obtient le DL(0,10) de f :

5

5 X
X)=—X+X+—+=——
F& 10 24 10

. 1
3. Posons ensuite X=—. On a
x

e g 2 RN
(X):f —dt:f ———du=-f()
! Ux Vit s v w1+ Ut f

. 1 ..
en effectuant le changement de variables u = 7 On trouve qu’au voisinage de

+00,
1 1 1 1

1 -10
x2  10x5 24x°  10x10

+o(x

Exercice 1
On consideére le polynéme

X2
Pn(X)=1+X+§+-»-+—

Montrer qu’il n’a pas de racine multiple.

Solution : Supposons que P,, admet une racine o € C d’ordre au moins deux. Alors
P, (o) = Pj () = 0. Mais

n-1

Py =1+ +a2+ +‘xn t PL(@=1+ s 248
W=1+a+—++— @ ) =1l4+a+—+:" .
" 2! n! " 2! (n-1)!

n

. PR a 2 q

Donc par soustraction de ces deux égalités, on a —=E 0 et forcément o = 0. Mais
n!

P,(0) =1 et on aboutit & une contradiction.

Exercice 2
On définit par récurrence la suite de polyndémes (P,,) :

Py=2, P1=X
VneN, Puio=XPpy1—Pp

—

. Calculer P, et Ps.
2. Déterminer le degré et le coefficient du terme dominant de P,, pour tout n € N.
3. Montrer que pour tout n €N et pour tout z€ C* :
1 1
P,,(z+—) =z"+—
z z"
4. En déduire une expression simple de P,, (2cos8) pour tout 6 € R.

5. Déterminer les racines de P,, et en déduire une factorisation de P.

3.14 Polynomes

[Exercice 1
Trouver tous les polynémes P € R [X] vérifiant :
2. p?=9p

1. P-XP'=X 3. (X2+4)P"=6P.

Solution :

1. SoitP € R[X]. Supposons que P—XP' = X. Alors P # 0. Notons n = degP. Comme
deg(P —XP') < n, il faut que n = 1. Mais si I’on cherche le coefficient de X" dans
P—XP’, on trouve (n—1)ay,. Par conséquent, si n =1, deg(P—XP') <0 et ce n’est
pas possible, et si n =2, deg(P —XP') = n, ce qui n’est pas possible non plus. Il
n’existe donc aucun polynéme vérifiant la propriété.

2. Le polynéme nul est solution de 1I’équation. Supposons que P € R [X] soit solution
de I’équation. Alors : 2 (degP — 1) = degP et donc degP = 1. On a alors P = aX+b
avec a,b € R. Mais a et b doivent vérifier : a®> = 9”7 aX + b ce qui n’est possible
que si a=b=0. La seule solution de I’équation est donc le polynéme nul.

3. Le polynéme nul est solution de I’équation, c’est méme le seul polynéme de
degré < 1 solution de I’équation. Supposons que P € R [X] soit solution et de degré
n = 2. Raisonnant sur le monéme de degré n dans P, on obtient : n(n—1) =6 ce
qui donne n = 3. On vérifie par ailleurs que les seuls polynémes de la forme aX>+
bX? + cX + d € R3 [X] solutions de I’équations sont ceux de la forme : aX® + 4aX
avec a € R.

Exercice 1
Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire P € R3[X] vérifiant :

P(0)=P(1)=P'(1)=0et P'(0) =2

Solution :

1. P,=X%2-2,P3=X%2-3X.

2. Par récurrence, montrons que pour tout n = 1, le coefficient du terme dominant
de P, est 1 et degP, = n. La propriété est clairement vraie aux rangs 1 et 2. Soit
n = 2. Supposons que le coefficient du terme dominant de P, et de P,_; est 1
et que degP, = n, degP,_, = n—1. Comme P, = XP, —P,_1, il est clair que
degP,.1 =degP, +1=n+1 et que le coefficient du terme dominant de P, est 1.
La propriété est prouvée par récurrence.

3. Démontrons a nouveau cette propriété par récurrence : Celle-ci est vraie au rang
0. Soit n € N Supposons que la propriété est vraie au rang n et au rang n+1 et

prouvons-la au rang n+2 :
1 1 1
z+—=|Ppi1|z+—=|-Pplz+—
2 2 2

1 1 1
)
z zh+l zn

1

Zn+2

[++3]
Puiz|z+ =
z

— zn+2
La propriété est alors prouvée par récurrence.

4. Soit 0 € R. Par application de la question précédente et utilisation des relations
d’Euler :

. 1
P,(2cos) = P, (e‘e+—,)
eze

1
i eind

5. La question précédente nous invite a chercher les racines de P,, sous la forme
z =2cos0. Remarquons que si z € [-2,2], il existe un unique 0 € [0,7] tel que
z =2cos0. Considérons donc 6 € [0, 1] tel que P, (2 cosB). On a alors : cos (n6) =

2k+1)m ((2k+1)n)
2

eme

0 c’est-a-dire 6 = avec k € [0,n—1]. Les n nombres 2 cos

pour k € [0,n—1] sont tous distincts et comme deg = n, ce sont les n racines de
P,.. Le coefficient du terme dominant de P étant 1 on obtient :

( ((2k+1)n))
X-2cos|————
2n

pP=
k

n

1

Solution : 0 est une racine simple de P et 1 est une racine au moins double de P. Donc
P est de la forme P = X (X — 1)? (aX + b) avec , b € R. Comme P’ (0) = 2, on obtient b =2

et comme P est unitaire, ona: a=1. Donc|P=XX—-1?X+2) |

Exercice 3
Résoudre dans C,
Z21+22+23=0
|21 =122 = |23l =1

212223 =1




Solution : Il est clair que les racines cubiques de I’unité 1, j et j> sont un triplet de
solutions.
Soient trois complexes (z1, 22, z3) vérifiant les conditions. IIs sont racines du polynéme

PX)=X-21)X-22)X—23) = = (z21+22 +Z3)X2 +(z122+2123+2223)X— 212223 =0

Mais puisque |z1| = |z2| = |z3] = 1, et que 212223 =1,

1 1 _ e
—+—=Z3+2+21=21+2+23=0.
22 2

1
2122 + 2123+ 2223 = — +
23

Par conséquent, les complexes z1, zy, z3 sont racines du polynéme P(X) = X3-1. Ce
sont donc les racines cubiques de I’unité : {z1, 23, z3} = {1, j, j?}.

Sinon, en considérant les points My d’affixes respectives zy, I’égalité z; + 2z, +23 =0
se traduit par O est le centre de gravité de MiM,M3. Comme on a |z;| = |z2| = |z3] =1,
O est aussi le centre du cercle circonsrit. Les médianes sont donc aussi médiatrices,
donc M1M,M3 est équilatéral. Quitte a changer la numérotation, il existe o tel que

Zk = exp (icx + %] La troisiéme égalité z) zpz3 = 1 dit alors que o® = 1 ce qu’il fallait

vérifier.

Exercice 2
Soit A=X3+X2+X+1 et E =R, [X]. Considérons I’application

.

ou1 r (P) désigne le reste de la division euclidienne de P par A.

E — E
P — r(@®

1. Montrer que r est bien définie et que r € £(E)..
2. Prouver que r? = r. Qu’en déduisez vous ?

3. Déterminer I’'image et le noyau de r.

Solution :

1. Soit P € E. Par application du théoréme de la division euclidienne, il existe un
unique couple (Q,R) € (R[X])? tel que P = AQ+R et degR < 3. Onadonc r (P) =R
et r est bien définie. Si on considére un autre polynéme P € E, il existe un couple
(Q.R) € RIXN? tel que P =AQ +R et degR < 3. De plus, pour tout o, & € R :

aP + &P =A(aQ +aQ) + (aR+aR)

et deg(aR +@&R) < 3. Par unicité du couple quotient-reste dans la division eucli-
dienne de deux polynémes, on peut affirmer que le reste de la division euclidienne
de aP + GP par A est aR + &R. On prouve ainsi que r («P + &P) = ar (P) +ar (P)
etdonc r € £(E).

. Avec les notations de la question précédente, r (P) = R avec degR < 3. Donc
R =0A+R et par unicité du couple quotient-reste dans la division euclidienne,
7 (R) = R. On prouve ainsi que r> = r. r est donc un projecteur.

. 11 est clair que le noyau de r est I’ensemble des polynémes de R, [X] qui sont
divisibles par A. Il est aussi clair que Imr c Ry [X]. Mais si P € R, [X] alors r (P) =
P donc on a aussi : R, [X] cImr et donc Im r = R, [X].

Exercice 3
1. Soient neN* et

Crar[X]
P

A { — GCulX]
— PX+1)-PX)
(a) Montrer que A est bien définie puis que c’est une application linéaire.
(b) Déterminer le noyau de A.
(c) En déduire que A est surjective.
2. On considére maintenant E = C [X] et

o

(a) Montrer que A est un endomorphisme de E.
(b) Déterminer ImA.
n
k

(c) Soient P € C[X] et neN. Montrer que :
(d) En déduire que si degP < n alorsona : Y.¢_ (~1)F (})P (k) =0.

E — E
P — PX+1)-PX)

n
A"P) = (D" Y DR TP X+ k)

k=0

Solution :

1. (a) SoitP = a, 1 X" +...+ ay € Cpy1 [X]. Montrons que A(P) € C, [X]. Ona:

A(P) (@1 X+ D" 4, X+ D" 4.+ @) X+ 1)+ ap) — (@ne1 X"

n+l n+l1
ap1X + —| an+1X +

termes de degré < n

termes de degré

+apX

donc degA(P) < n et A(P) € C, [X]. Par ailleurs, si BQ € Cj41[X] et si
o,p €C alors :

A (P +pQ) (P +pQ) X+1) - (aP +pQ) (X)
aPX+1)-PX)+pQX+1-Q(X))

aA (P)+PA Q)

donc A est linéaire.

(b) Soit m=1 et soit P = a;;, X" + ...+ ap un polynéme de degré m € C,41 [X]
avec m < n+1. On a donc : a,, # 0. Supposons que P € KerA. Alors P
vérifie P (X +1) =P (X) ce qui amene :

A X+1D)"+...+ay=anX"+...+agp.
Le coefficient du terme de degré m—1 de P (X +1) est ma, + a1 et celui
de P est a,,—1. Les deux polynémes étant égaux, il en est de méme de leurs
coefficients, ce qui améne m = 0 car a,, # 0. On en déduit que P est un
polynéme constant. Réciproquement, on vérifie que tout polynéme constant

est élément du noyau de A et donc | KerA =Ry [X] |.

(c) D’apres la formule du rang, dim ImA = n+1 et comme dimC, [X] =n+1,
il vient ImA = C,, [X]. A est donc surjective.

2. (a) On montre de la méme fagon que précédemment que A est un endomor-

phisme.

(b) Montrons que A est surjective. Soit P € C[X] et n = degP. Par application
de Ia partie précédente, Aic,,,,x) : Cn+1 [X] — Cp [X] est surjective. Comme
P e C,[X] il existe Q € Cy41 [X] tel que A(Q) =P. On en déduit que A est

surjective et que| ImA = C [X] |.

(c¢) Introduisons I’application & : { P — PX+D

que & est un endomorphisme de E et que A = § —id. De plus, pour tout k €
N*, 8% (P (X)) = P (X + k). Comme les endomorphismes § et id commutent,
la formule du binéme donne, pour tout n € N* :

) nksk_ o s [k sk
(k)( nksk = (-1 kgo(k)( D*8

. On vérifie facilement

A= 6-id)" =)

donc pour tout PeE :

n
A @ =0 Y ek k.
i=o\k
3. Remarquons que pour tout polynéme non constant de C[X], degA(P) =
degA (P) — 1. On en déduit que si degP < n alors A" (P) = 0 et en utilisant la

> (—1)k(”)P(k) =0
k=0 k

relation établie dans la question précédente, on obtient

3.15 Probabilités

Exercice 1
Dans une loterie sont vendus n tickets dont g sont gagnants. Georges achéte k tickets.
Quelle est la probabilité pour que Georges ait au moins un ticket gagnant ?

Solution : L’univers Q consiste en I’ensemble des K-combinaisons d’un ensemble a n
élément. Notons A I’événement « au moins un ticket acheté par Georges est gagnant »
et calculons la probabilité de I’événements contraire A :« Tous les tickets achetés sont
perdants. ».

On a Card(A) = (", #) et Card(Q) = (}) donc

(&)

()

n-gn-g-1
n n-1

n-g-k+1
n—-k+1

P@A) =

Exercice 1
On range 20 livres au hasard sur une étagéres. Quelle est la probabilité que les 7 tomes
d’Harry Potter :

1. se retrouvent cétes a cotes ?

2. se retrouvent cétes a cotes et dans I’ordre ?

Solution : L’univers Q est I’ensembles des rangement possibles, c’est-a-dire I’en-
semble des permutations d’un ensemble a 20 éléments. On a donc Card (Q2) = 20!.

1. Un événement favorable est un rangement de I’étagére dans lequel les 7 tomes
d’Harry Potter se retrouvent cote a cote. II faut choisir la position du premier
livre, soit 13 possibilités, puis il faut choisir un rangement des 7 tomes, soit 7!
possibilités et enfin il choisir la position des 13 livres restants, soit 13! possibilités.
Donc si F est1’événement « les 7 livres de la série se retrouvent cote a cote » alors

3x7!x13!
PF)=———|
20!




2. On note G I’événement « les 7 livres de la série se retrouvent cdte a cote et dans
I’ordre ». Le raisonnement est le méme que le précédent si ce n’est qu’on n’a pas
13x13!

a choisir I’ordre des 7 livres. Donc | P(G) =

20!

Exercice 1
Dans la salle des profs 60% sont des femmes ; une femme sur trois porte des lunettes
et un homme sur deux porte des lunettes : quelle est la probabilité pour qu’un porteur
de lunettes pris au hasard soit une femme ?

Solution : Notons les différents événements : Fe : «étre femme», Lu : «porter des
lunettes», H : «étre homme»

Alors on a P(Fe) = 0.6, P(Lu/Fe) = %; il s’agit de la probabilité conditionnelle pro-
babilité de «porter des lunettes» sachant que la personne est une femme. De méme,
on a P(Lu/H) = 0.5. On cherche la probabilité conditionnelle P(Fe/Lu). D’apres la
formule des probabilités totales on a : P(Fe/Lu)P(Lu) = P(Lu/Fe)P(Fe) avec P(Lu) =
P(Lu/Fe)P(Fe) + P(Lu/H)P(H).

Application numérique : P(Lu) = 0.4, donc P(Fe/Lu) = L"#B)ﬂm = 0.5. Remarque :
on peut trouver les mémes réponses par des raisonnements élémentaires.

Exercice 1
Dans une loterie sont vendus n tickets dont g sont gagnants. Georges achete k tickets.
Quelle est la probabilité pour que Georges ait au moins un ticket gagnant ?

Solution : Notons A I’événement « au moins un ticket acheté par Georges est gagnant »
et calculons la probabilité de I'événements contraire A. Notons T; I'évenement « le ieme
ticket acheté est perdant ». 11 s’agit de calculer P(T; n...NTg). On utilise pour ce faire
la formule des probabilités composées :

n-gn—-g-1
n n-1

n-g-k+1
n—k+1

P(T1N...NTy) = P(T1)Pr, (T2)Pr; a1, (T3)P1y AT, (T) =

Exercice 1 Les canards aux hormones
Un éleveur de canard éléve trois races différentes : le canard de Barbarie (30%), le ca-
nard Nantais (20%) et le canard Mulard (50%). Suite a divers traitements hormonaux
accélérateurs de croissance (utilisés sur plusieurs générations de volailles), certains
animaux n’ont qu’une seule patte : 10% des canards de Barbarie, 2% des canards
Nantais et 25% des canards Mulard. On choisit un canard au hasard.

1. Quelle est la probabilité qu’il n’ait qu’une seule patte ?
2. Sachant qu’il n’a qu’une seule patte, quelle est la probabilité que ce soit un
canard Mulard ? un canard Nantais ?

Solution : On note :
— B I’événement : « I’animal est un canard de Barbarie »,
— N I’événement : « I’animal est un canard Nantais" »,
"

— M I’événement : « I’animal est un canard Mulard" »,
— D I’événement : « I’animal a une seule patte" ».

1. (B,N,M) est un systeme complet d’événements. On a donc, d’apreés la formule
des probabilitées totales :

P(D) =P(BND)+P(NND)+P(MnND) = P(B) x Pg(D)+P(N) xPn(D)+P (M) x P\ (D)

donc
3 1 1 1 1 1 159
PD)=—x—4+-x—+-x-=—
10 10 5 50 2 4 1000
2. Sachant qu’il n’a qu’une seule patte, la probabilité que ce soit :
— un canard Mulard est Pp(M) ;
— un canard Nantais est Pp(N).
D’aprés la formule de Bayes, appliquée au systéme complet d’événements

(M,N,B),ona:
PuD)PM
P (M) = M (D)P(M)
Pp(D)P(M) + Py (D)P(N) + Pg(D)P(B)
donc
1% % 125
PoM) =T T3 " e
1X275 %5710 %10
De méme :
Pn(D)P(N)
Pp(N) =
Pp(D)P(M) + Py (D)P(N) + Pg(D)P(B)
donc
%5 4
PoMN =15 7 1,3
1X2FT5 %5710 %10
Exercice 1 Paradoxe du chevalier de Méré

Comparer les probabilités des deux événements « obtenir au moins un as avec 6 dés »
et « obtenir au moins deux as avec 12 dés ».

Solution : Soit X le nombre d’as obtenus au terme de 6 jetés successifs d’un dé. La loi
de X est la binomiale 2(n, p) avec n=6 et p=1/6. Ona

P(XB1):1—P(X<1):1—P(X:0):1—(1—p)6:1—(1—§)6z0.67

Soit Y le nombre d’as obtenus au terme de 12 jetés successifs d’un méme dé. La loi de
Y suit cette fois une binomiale %(n, p) avec n =12 et p = 1/6. Par ailleurs

PY=2)=1-P(Y< 12):l—P(X:O)—P(X:1):1—(1—q)]2—12p(1—q)11:0.62

Exercice 1
Un laboratoire se propose d’analyser le sang d’une population de n individus afin de
déceler la présence d’un virus. La probabilité d’étre infecté par ce dernier est de p.
La probabilité d’étre infecté est indépendante de la probabilité qu’une autre personne
soit infectée.
Le laboratoire dispose pour cela de deux protocoles :

Protocole 1 : On analyse le sang des n individus.

Protocole 2 : On regroupe les individus par groupe de k (avec k qui divise n).
On rassemble la collecte de sang des individus d’un méme groupe et on teste
I’échantillon. Si le résultat est positif, on analyse alors le sang de chacun des
individus du groupe.

1. Préciser la loi de la variable aléatoire X égale au nombre de groupe positifs.

2. SoitY la variable aléatoire déterminant le nombre d’analyses effectuées dans le
second protocole. Calculer I’espérance de Y en fonction de n, k et p.

3. Comparer les deux protocoles pour n=1000, k=10 et p =0.01.

Solution :

1. Dans un groupe de k individus, le nombre Z d’individus infecté suit une loi bi-
nomiale La variable aléatoire X suit une loi binomiale %(k,p). Un tel échan-
tillon sera positif dés que Z = 1. La probabilité qu’un groupe soit positif est donc
1-PZ<1)=1-PZ=0)=1-(¥)¢* = 1-¢* avec g =1~ p. La probabilité qu'un
groupe soit infecté suit une loi de Bernoulli de paramétre 1— q*. Le nombre X de
groupes infectés suit donc une loi binomiale B(n/k,1— q").

2. OnaY=%2+kXdoncE(Y) = 2+KkEX) =L +kx{x(1-q%)=2(1+k(1-g%)).

3.16 Séries numériques

Exercice 1
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

—_n_ 1 _(_n\?
Lun =25 T 5 un=(55)"

_ chn)
2. up= ch2n)’

_ 1 _ o 1\ _ 1
3oup = = 4 up=e—(1+3)", 6. Up=>—.

Solution : Les séries considérés sont toutes a termes positifs
1. Comme uy, = %, la série diverge par comparaison avec une série de Riemann.
n—+00

_ ellye _ L 1_27271 - L P :
2 Onaup=miom = e e @ donc la série converge par comparaison

avec une série géométrique.

3. On a avec un développement limité u, = "
n—+00

A n

Fdl_, [

1+=—1/1-=5

ViZii-Vn2_1 _ 1 n? n?
-1 [, 1
1+-7
n4

1(1 1 1 o
==+ o (—]] ~ —= donc la série converge.
Z (4Vt2 n—+oo\n?)) n—stoo 4n’ &

1
P In{1+4 1 1 e 1 e
4. On écrit uy, = e—e" [ ”)ze—e(l——+ o (y)]l=5%+ o (3) ~ =
" 2n nﬂ+oo(") 2n nﬂ+oo(") n—+oo 21
donc la série diverge.
21 1L =P 1 1 G 1 . 1
5 up = e" In n+l = e " ln(1+ ”) =e " [" 2712+rl—‘0+00[712]) B n 271+n—‘0+00[n] =
= o @ [%] B 2.9 o 2 .
e 2e Men—iw ~ e 2e . La série converge alors d’aprés sa comparaison
n—+00
a une série géométrique.

6. u, =1/n donc la série diverge.

Exercice 1
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

— 1 -1 __1
1. Un = G 3 u,=2"7m, 5. Un = G
) 4. uy, =
1+1 _
2 up=(3) ta %ln(1+L], 6. up=eVm.



Solution : Les séries considérés sont toutes a termes positifs

2Inn—Inninlnn

1. On a nfu, =e et2Inn—Innlnlnn =Inn(2-Inlnn) —00
n—+oo

_— Séri Vi b
donc n*uy, " 0 et la série converge.
n—+oo

. 1 Inn L
2. On écrit nuy = (L)7 =en ——ldoncu, ~ > et la série diverge par

comparaison a la série de Riemann.

3. up=e n 1 donc la série diverge grossierement.

n—+oo

4. up= %ln (1 + 712) ~ # donc la série converge d’aprés le critére de Riemann.
n—+oo

5. On a nu, = +o0. Donc a partir d’un certain rang nu, > 1 et donc

e
(In n” n—+oo i
u, > 1/n. La série est donc divergente.

- N=yn —
6. Onanzun=n2eﬁ=\/_NeN
n

" 0 par limite usuelle. Donc u, =
—+00

o (%) et la série converge.
n—+oo \ I

3.17 Produit scalaire et espaces euclidiens
Exercice 1

Soit I’espace E = R, [X] muni du produit scalaire

1
®1Q) =f0 P(Q(Dd1.

1. Montrer que (.| .) définit un produit scalaire sur E.
2. Trouver une base orthonormale € de E.
3. Trouver les coordonnées du vecteur P =X +1 dans €.

Solution :

1. On vérifie facilement les axiomes définissant un produit scalaire. De plus, si P =
aX+betsiQ=aX+Db' alors (P|Q)=aa +ab' +a'b.

2. Onnote ey =1 et e; =X les deux vecteurs de la base canonique. On redresse cette
base a I’aide du procédé de Schmidt. 11 vient tout d’abord € = ey puis on calcule
g1=e1—(egle)eg=X—-1/2ete; =& /& =2/52X-1).

3. Comme la base € est orthonormale, on calcule (P |gy) =1 et (P | &) = 1/15 donc
les coordonnées de P dans € sont (1,1/15).

Exercice 1
Soit (E, (.| .)) un espace préhilbertien réel, et p, q deux projecteurs orthogonaux. Mon-
trer les équivalences :
(i) p + q est un projecteur orthogonal
(ii) VX€E, (p(x) | g(x)) =0
(iii) poq = qop =0
@iv)Imp LImg

Solution : (p+q)? = (p+q) = poq+qop =0. On compose par p a gauche, et poq =
qop =0,d’ou (i) = (iii). (iii) = (ii) : p(x) eIm p cKergq, et q(x) € Imqg. Comme
Kerg LImgq, (p(x) | g(x)) =0. (ii) = (iv) : évident. (iv) = (i) : (pq(x) | pq(x)) =
(g0 | ppg(x)) = 0, de méme pour qop(x). Donc poq = qop =0, et p +q est un
projecteur. Comme ((p+ q)(x) | y) = (x| (p+ g) (1)), ¢ est un proj. orthogonal.

Exercice 1
Soit (E, n, (.| .)) un espace euclidien et un vecteur x € E. Soit un vecteur non-nul a € E.
On définit la droite vectorielle D = Vect(a) et son orthogonal H = D*. Exprimer les
distances d(x,H) et d(x,D) en fonction de la norme du vecteur x et du produit scalaire
(x|a).

Solution : Notons p(x) le projeté orthogonal du vecteur x sur le sous-espace H. Alors
d(x,H) = ||lx— p)| et d(x,D) = |[p(x)|l. Ecrivons que x = A.a+ p(x). Alors (x| a) =

AMal? + (p(x) | a) = Allall?. On tire donc A = Tall\? puis successivement
Vixl2lal? - (x| a)?
p=x-3D o gy KAy VT TP

llal llal llall

(la quantité sous la racine est positive d’apreés Cauchy-Schwarz).

Exercice 1
Sur I’espace E = R,,[X], on définit pour deux polynémes (P,Q) € E2,

1
®1Q =f0 P(OQ(D) dr

1. Veérifier que c’est un produit scalaire.

2. Déterminer une base orthonormale du sous-espace F = Ry [X] pour ce produit
scalaire.

3. Déterminer le projeté orthogonal du polynéme P = X3 sur le sous-espace F.

Solution : Utilisons I’algorithme de Schmidt pour redresser la base canonique de
F. ey =1, e; =X, e, = X2. On trouve el = 1/v/2 donc €y = v/2. Ensuite on trouve
€1 = 6(X —2/3) puis €5 = 10v/6(X? — 6/5X +9/30). On détermine alors p(P) = aze; +
aje; + apeg et les conditions d’orthogonalité donnent : ayg = (P|gg) = /2/5), a1 =
(Ple1) =1/5, ap = (P | &2) = V/6/35 et alors le projeté orthogonal vaut

12

(P)—4 8,012
PEI=357777




