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Calcul matriciel

Table des matieres

Pour bien aborder ce chapitre

Tout est dit dans le théoreme [[3.21] page [[3] du chapitre ??...si on se fixe une base e = (ey,...,ep) de E et une base
f= ( fireens fq) de F alors une application linéaire u € L (E, F) est enticrement déterminée par les composantes des vecteurs
u(e;) dans la base f. Ces pgq scalaires définissent complétement u. Il est tentant de les représenter dans un tableau. Si on
note, pour tout j € [1,p], u(e;) =X 7 a;;f; alors on peut écrire :

i Y Y

A e Apj o ap <fi
Q| e Qjj-ooennnen aip < f;
Jpp— Agj v Agp <fq

Ce tableau est la matrice de u dans les bases e de E et f de G. Se posent alors des questions naturelles :
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1 Sion effectue cette manipulation pour deux applications linéaires u et v, comment se calcule la matrice correspon-
dante a au + P v ? On verra qu’on peut définir une addition entre les matrices et une multiplication par un scalaire.
Avec ces deux lois, I’ensemble des matrices (de méme taille) posseéde une structure de K-espace vectoriel.

2 Si u et v sont deux endomorphismes de E, quel est le lien entre la matrice de uo v et celles de u et v? Pour
I’expliciter, on définira le produit entre les matrices.

3 Peut-on calculer le rang d’une application linéaire facilement a partir de sa matrice dans des bases données ? La
réponse est oui et I’outil est le pivot de Gauss.

4 Peut-on par un procédé calculatoire déterminer si un endomorphisme est inversible a partir de sa matrice dans des
bases données ? La réponse est encore oui et 1’outil est le déterminant.

5 Pour un endomorphisme inversible, existe-t-il un procédé permettant de calculer la matrice de son inverse ? Cet
outil existe et il est donné par la comatrice.

6 Sion prend d’autres bases ¢’ et f’ de E et F, peut-on calculer la matrice de u dans ces nouvelles bases en fonction
de sa matrice dans les bases initiales ? La réponse est encore positive et on mettra en place des formules de
changement de bases.

7 Enfin, pour un endomorphisme u € L(E), existe-il une base de E dans laquelle la matrice de u prend une forme
simple et facile a manipuler ? La réponse sera donnée en spé dans le chapitre sur la réduction des endomorphismes.

Au niveau historique, on peut indiquer qu’au 3° siécle, le mathématicien chinois Liu Hui résolvait les systémes linéaires
ayant jusqu’a 6 inconnues. Il représentait ces systemes grace a des tableaux et avait découvert la méthode qu’on appelle
maintenant pivot de Gauss pour les résoudre. Au 17° sigcle, toujours pour résoudre des systeémes linéaires, Leibniz in-
vente le déterminant. Cette notion est approfondie par Cramer qui découvre soixante ans plus tard la méthode qui porte
maintenant son nom. II faut attendre le 19 siécle, pour que la notation matricielle sous forme de « rectangle (ou carré) de
nombres » apparaisse. Gauss découvre le produit matriciel en dimension 3 et indique que la formule se généralise dans
les autres dimensions mais sans détailler. Sylvester, le premier, dénomme ces rectangles de nombres du mot « matrix ».
Dans tout ce chapitre, m, n, p, g, r sont des entiers positifs, K désigne le corps R des réels ou le corps C des complexes. E
et F sont des [K-espaces vectoriels.

15.1 Matrice a coefficients dans K

15.1.1 Définitions

/DEFINITION 15.1 % Matrice N\
Soit K un corps et g, p € N*. On appelle matrice a q lignes et p colonnes a coefficients dans K toute application :

A:{ [La] x[Lp] — K
(i,7) — 4jj
que I’on note :

colonne j
ail QA1p
Qi ligne ¢
Qq1 Qqp

— Le coefficient de A qui se trouve a I'intersection de la i-eme ligne et de la j-eme colonne est noté a;; ou
[Al;; :
1 i représente I'indice de ligne.
2 j représente I'indice de colonne.

— On dit aussi que A est une matrice g x p ou une matrice (¢, p) a coefficients dans K.
k — On note M ,, (K) I’ensemble des matrices a g lignes et p colonnes a coefficients dans K. j

> Notation 15.1 On notera aussi [A];j ou encore a;; le coefficient a; ; de A.
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DEFINITION 15.2 Vecteur ligne, vecteur colonne d’une matrice
Pour toute matrice A€ My p (K) :

a dl'p

aq'l cee aq'p

on appelle, pour (i, j) € [1,q] x [1,p] :
— i-éme vecteur ligne de Ale p—upletL; = (aj,..., a;,p) € KP.

| — j-émevecteur colonne de Ale g—uplet C; (arj,...,aq,j) € KI.

DEFINITION 15.3 Matrice ligne, matrice colonne

— Une matrice colonne est une matrice qui ne posséde qu’une seule colonne.
— Une matrice ligne est une matrice qui ne possede qu’une seule ligne.

DEFINITION 15.4 v Matrice nulle
On dit que A € My, (K) est la matrice nulle de M , (K) si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. On la note :
Oon,, , ) Ou 0 lorsqu’aucune confusion n’est a craindre.

DEFINITION 15.5 Y% Matrice carrée
Une matrice possédant autant de lignes que de colonnes est dite carrée. On note 2, (K) I’ensemble des matrices carrées
a n lignes et n colonnes.

(DEFINITION 15.6 % Matrice identité )
On appelle matrice identité et on note I,, 1a matrice de 91, (K) donnée par :
1 0 0
0 1
I,= e M, (K)
0
0 0 1
| Tous ses coefficients sont nuls sauf ceux situés sur la diagonale et qui valent 1. )

Exemple 15.2 1, =(1), I, = ((l) (1)), I3 =

S O =
S = O
- o O

15.1.2 L’espace vectoriel 11, , (K)

On munit Dﬁq, p (K) d’une addition et d’une multiplication par un scalaire. Le triplet (i)ﬁq, p (), +, ) est alors un [K-espace
vectoriel de dimension pg.

(PROPOSITION 15.1 % Somme de matrices, multiplication d’une matrice par un scalaire )

— Soient A = (a;j),B = (b; j) € My,p (K). On définit A + B comme étant la matrice C = (¢; ;) € My, (K) donnée
par :
V(i,j)EHl,q]]le,p]], Ci,j=ai,j+bi,j-
— Soit A= (a; ;) € My,p (K) et A € K. On définit A- A comme étant la matrice D = (d;,j) € My, (K) donnée par :

V(i,j)EHl,q]]le,p]], di,jZ)\d,‘,j

\Muni de ces deux lois (M, (K),+,) est un K—espace vectoriel.

Démonstration : Laissée au lecteur. On vérifie aisément les différents axiomes définissant un espace vectoriel.



Exemple 15.3

(DEFINITION 15.7 v Matrices élémentaires
Pour tout i € [1,q] et j € [1, p] on définit la matrice élémentaire E; j € My , () par :

colonne j

Tous les coefficients de la matrice €lémentaire E; ; sont nuls sauf celui a Iintersection de la i-¢me ligne et de la j-cme
\colonne qui vaut 1. )

Exemple 15.4 Les matrices élémentaires de 9, 3 () sont

1 00 01 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E1,1—(0 0 0)’E1'2‘(0 0 0)’E1’3‘(0 0 0)’E2'1‘(1 0 0)’E2’2‘(0 1 0)’E2’3‘(0 0 1)'

A titre d’exercice, et pour préparer le théoréme suivant, montrer que cette famille de 6 matrices constitue une base de
M3 ().

THEOREME 15.2 % Base canonique de 9t , (K)
La famille formée par les matrices élémentaires (E; ;) (i,))e[Lq] < [1,p] €5t une base de Mg, (K) appelée base canonique

de Mg, (K). On en déduit que :

|dim9ﬁq,p K)=¢gp

Démonstration

» Prouvons que cette famille est libre. Soient ((xl-'j une famille de scalaires de K tels que : Y7

p
.o B =
)ie[[l,q]],je[[l,p]] 1:12121 i,j o,

0. Alors on a I’égalité :
a1 .. anp
. =0.
Og1 ... Ugp
Par identification des coefficients de ces deux matrices, ona :Vie [1,q], Vje[l,p], a;;=0 ce qui prouve la liberté
de la famille [Ei,j)-

 Montrons que cette famille est génératrice de Mg p (K). Soit A = [ai,j) € Mg,p (K). On a clairement : A =

i€[1,4],j€l1,p]

Z?Zl Z?Zl a; jE; j. Ce qui prouve que la famille [El-'j) est génératrice de Mg, p (K).

15.1.3 Produit matriciel

On définit maintenant, quand c’est possible, le produit de deux matrices. Le théoreme ?? page ?? explicite le sens de ce
produit, il correspond en fait a la composition des applications linéaires.

DEFINITION 15.8 v Produit matriciel
Soit A€ M; 4 (K) et Be My, (K). On définit AB comme la matrice C de M, (K) définie par :

q
ViEﬂl,rﬂ VjE Hl,pﬂ Cl"jZ[AB]i,jZ Zai,khk,j
k=1
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/ colonne j \

bip

bip

bqp

a1 Cip

lignei| | as1 Cip
a1 Crp

- /

& Attention 15.5 On ne peut effectuer le produit de A € 91,4 (K) et Be My, (K) que si g=q'!

1 -1 -1 -1 -1
. -1 1 -1
Exemple 15,6 SiA=]|0 2 |etB= 0 alors AB=( 0 4 2 |etBA= 3 . Remarquons qu’en
1 -3 0 2 1 1 -5 _3 1 1

général, le produit AB peut exister sans que ce ne soit forcément le cas pour le produit BA.

Il est souvent utile dans les exercices de savoir multiplier les matrices élémentaires. Pour ce faire introduisons le symbole
de Kronecker.

(DEFINITION 15.9 % Symbole de Kronecker
Pour tout i, j € N, on définit le symbole de Kronecker d; ; par :

1 sii=j
&J={ )
0 sinon

| Remarque 15.1  Le nombre 8; ; est I’élément générique de la matrice identité I,.

THEOREME 15.3 %% % Produit de matrices élémentaires
Pour deux matrices élémentaires de 91, (IK), on a la formule importante suivante qui donne leur produit :

EkeEp,q = 0¢pEk g

Démonstration Par un calcul direct. Voir aussi le paragraphe ?? page ??.



(PROPOSITION 15.4 Regles de calculs avec les matrices
Quant les produit suivants sont possibles, pour des matrices A, B, C et des scalaires a,f3 :
1 Le produit matriciel est distributif & gauche par rap- 3 Le produit matriciel est associatif : (AB) C = A (BC).
port a I’addition : C (xA +pB) = aCA + pCB.
2 Le produit matriciel est distributif a droite par rap- 4 Le produit matriciel admet la matrice I, comme
port a I’addition :(«A + pB) C = «AC + BBC. élément neutre :Al,, =1,A =A.
(. J

Démonstration Laissée au lecteur.
s sfe e e e e e e e e e e s stk sk e s s s e e e s stk sk e st sk sk s s s s s e e etk sk s s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s s s s s e e e st stk sk sk s s s s o

15.1.4 Transposition (Hors programme en premiere année)

sk sk sk ske st sk sk sk sk sk sk sk st sk skeoske st sk sk st skeoske skeoskeoskeoskoskeoskoskeoskeoskoskosiokostoke skt sk skeoskoskoskoskotk st sk skeoskoskeoskososkoskoskoskoskoskoskololostolotolokolkokokoskok skeoskoskoskoskokotokoskoskoskoskokokolokololotolokotokokokoskokoskokoskokokokoskok

DEFINITION 15.10 % Transposée d’une matrice
On appelle transposée de A € M, (K) la matrice noté Ale Mp,q (K) dont les colonnes sont formées par les lignes de
A. Autrement dit :

vie[l,p], Vie[lq], [AT]I.J =aj,

| Remarque 15.2  Transposer revient a échanger les lignes et les colonnes d’une matrice.

b3 1 2 0
Exemple 15.7 SiA=|2 7 |alors AT = ( )
-3 7 -4
0 -4
(PROPOSITION 15.5 * )
L’application :
o Dﬁq,p K — EInp,q ()
’ A — A
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, si A,B € qu_ p(K) etsia,pelk. Alors :
(AT) =a] et |(oca+pB) =oaaT+pBT |
\ Y,

T
Démonstration : La linéarité ainsi que la relation (AT) = A sont faciles a prouver. Pour la bijectivité, on propose deux méthodes :

T
— On montre facilement que, si A € Ker®, on a (AT) =0etdonc A= (AT) =0 et Ker® = {0}, O est injective. Grace a la formule
du rang, on en déduit qu’elle est aussi surjective et donc bijective.
— On peut aussi remarquer que ® o ® = id ce qui prouve que P est bijective et égale a sa fonction réciproque.

Remarque 15.3  En prenant un peu d’avance sur le paragraphe ??, L’opération de transposition sur 21, (K) est une
symétrie par rapport & Ker ® —id = %, (K) parallelement a Ker ® +id = 7, (K).

[PROPOSITION 15.6 % Transposée d’un produit
Pour tout A € M, 4 (K) et Be My, (K) :

(AB)T =BTAT

Démonstration  On suppose que A = (a; ;) € Myq (K), que B = (bk,j) € Mgp(K), C=AB= (cl-'j) € Myp K) oil ¢;j =

ZZZI a;, kbk ] On note aussi :
. [“;,k €My, r (K) avec pour tout i € [1,q] et tout k € [1,7], “;',k =ay,;.

. (b;”) € My, ¢ (K) avec pour tout k € [1,p] et tout j € [1,4], b;c'j =bj -
- C'=BTAT=(c, e My, ().



Pourtouti € [1,p] et je[l,r] :
! q / ! q
Cij = kz_lbi,k“k,j - kz_laj,kbk,i =Cji

et par conséquent, C' = BTAT = C = ABT.

& Attention 15.8 Attention au retournement dans le produit.

15.1.5 Avec Maple

Voici une feuille de calcul Maple sur les matrices. On notera :
— la premiere ligne qui sert a charger en mémoire les instructions maple pour faire du calcul matriciel.
— la commande pour le produit de deux matrices : &#*. Pour 1’addition de deux matrices, on utilisera + et pour la
multiplication par un scalaire *.
— la commande pour évaluer les matrices : evalm.

MAPLE
> with(linalg): #On charge la librairie de calcul matriciel
> A:=matrix([[1,-1],10,21,1[1,-311);
[1 -1]
[ ]
A := [0 2]
[ ]
(1 -3]
> B:=matrix([[2,0],[1,-31,[-1,111);
[ 2 0]
[ ]
B :=[ 1 -3]
[ ]
[-1 1]
> C:=matrix([[-1,1,0],10,2,111);
[-1 1 0]
C =1 1
[ 0 2 1]
> evalm(2+xA-B); #on calcule 2A-B
[ 0 -2]
[ ]
[-1 7]
[ ]
[ 3 7]
> evalm (A&*C); #on calcule AC
[-1 -1 -1]
[ 1
[0 4 2]
[ 1
[-1 -5 -=3]
> transpose (A); #on transpose A
[ 1 O 1]
[ ]
[-1 2 =3]

15.1.6 Les matrices vues commes des applications linéaires

mq,l K) — gﬁp,l ()
X — Y =AX

On convient d’identifier smq,l (K) a K7 et SDTp,l (K) a IKP. Ainsi, ® peut étre vue comme une application de K9 dans K7,

Remarquons que si e; est le ieéme vecteur de la base canonique de K7 alors Ae; = C; ou C; est la ieme colonne de A.

Par conséquent, si X =oe1 +... +ageq € K7 alors

Soit A€My, 4 (K), XMy 1 (K) et Y =AX €M, (K). L'application 0 { est linéaire.

AXZ(XlC1+...+(Xqu.



(DEFINITION 15.11 Image et noyau d’une matrice )
Soit A€ M, 4 (K). On appelle :
— noyau de la matrice A le sous-espace de K7 noté Ker A et donné par
KerA={X ek | AX =0}.
— image de la matrice A le sous-espace de K noté ImA et donné par
ImA = {AX | Xe K7}.
- J
15.2 Matrices d’une famille de vecteurs, d’une application linéaire
15.2.1 Matrice d’une famille de vecteurs relativement a une base
~

(DEFINITION 15.12 % Matrice d’un vecteur relativement a une base
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et e = (ey,...,e,) une base de E. Soit x € E un vecteur qui se
décompose sur la base e en :

XxX=xy1e1+---+xuey

On appelle matrice de x relativement a la base e et on note Mat, (x) la matrice colonne donnée par :

X1
Mat, (x) =] : | €M1 (K)
Xn
n
ol x=) Xxje;
\_ i=1 J
1
Exemple 15.9 On considere R3 muni de sa base canonique e = (e, e2,e3). Soit v=(1,-2,3) € R3. Alors Mat, (v) = | -2 ]|.
3

Remarque 15.4 Mat, (x) représente les coordonnées du vecteur x dans la base e. Il y a bien slir une bijection entre les
vecteurs de E et les matrices colonnes de taille n (qui contiennent les composantes de ces vecteurs dans une base fixée).
De plus, «effectuer des calculs avec ces vecteurs » correspond a « effectuer des calculs avec ces matrices ». C’est le
sens de la proposition suivante.

'PROPOSITION 15.7 Tout K-espace vectoriel de dimension 7 est isomorphe a 91, ; (K)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7 et soit e une base de E. L’application 6 : { p ij/[t;t'l ((x))
—_— e

vecteur associe la matrice colonne de ses coordonnées dans la base E est un isomorphisme de K—espaces vectoriels.

qui a un

Démonstration Six = Z?:l Xjejetsiy= Z;’:I yie; alors pour tout o, €K, ax+py = Z;’:I (ax; +PBy;) e; donc il est clair que
Mate (ax+Py) = aMate (x) + BMate (y) et 0 est linéaire. Si x € Ker0 alors 0 (x) = 0 et les composantes de x dans la base e valent
toutes 0. Donc x = 0 et 0 est injective. De plus, dimE = dim 9, 1 (K) donc 6 est bijective.

rDEFINITION 15.13 % Matrice d’une famille de vecteurs relativement a une base )

Soient E un K-espace vectoriel de dimension ¢ et e = (e, ..., e4) une base de E. On considere (vy,...,vp) une famille
de p vecteurs de E qui se décomposent dans la base e sous la forme :

q
Vj€ﬂ1,pﬂ W:Zai’jei.
i=1

On appelle matrice de la famille (v1,..., vp) relativement & la base e et on note Mate (v1,..., vp) la matrice :
\




( Vl ........... Vj ........... Vp N
Y \i Y
a.“ ......... ALj oo aip < €_1
Mat,(vi,...,vp) = a:il ......... a:ij ......... a%p < e,
a;]l ......... aqj ......... al.”, < e‘l)
\La J-eme colonne de cette matrice est constituée des coordonnées du vecteur v; dans la base e. )
Exemple 15.10 On se place a nouveau dans R3 muni de sa base canonique e = (e, €2, e3). Soient vy = (-1,3,0), v, =
-1 0 -3 1
(0,—-1,5),v3=(=3,2,1),v4 = (1,0,—-1) € R? et soit v = (v, V2, v3, v4) alors Mat, (v)=| 3 -1 2 0
0 5 1 -1
15.2.2 Matrice d’une application linéaire relativement a deux bases
/SEFINITION 15.14 % Matrice d’une application linéaire relativement a deux bases \

Soient :
1 E unK-espace vectoriel de dimension p et e = (ey,...,e,) une base de E.
2 FunK-espace vectoriel de dimension g et f = (fi,..., fy) une base de F.
3 ucL(EP.

On appelle matrice de u relativement aux bases [ et e et on note Mat¢., (u) (ou Matg, ¢ (1) ) la matrice g x p donnée
par:

i i i

(738 Alj e ap <f1
Matfke (u) = [/ 7 R Qjj v ail'[, <ﬁ

aql ............. Clq] ............. Clqp <fq

ol (ayj,...,aq;j) sont les composantes du vecteur u (e;) dans la base f.
Autrement dit : Maty._, (u) est la matrice de la famille de vecteurs (u(e1),..., u(ep)) relativement a la base f :

Mats._, (1) =Matg (u(er), ..., u(ep)).

N j

Remarque 15.5  Les notations utilisées sont un peu lourdes mais elles rendront trés simples a retenir les formules de
changement de base.

Exemple 15.11 Donnons deux exemples :
— Soit E = R® muni de sa base canonique e et F = R?> muni de sa base canonique f. Soit u :

E — F
{ (xyz) . (x+y—z2x—y+3z) alors comme u(e;) = (1,2), u(ex) = (1,-1) et u(e3) = (-1,3),
Matfhe(u) = (1 1 _1)

2 -1 3

— Soit E = R3 [X] muni de sa base canonique e et u: { P o op_p alors u(1) =2, u(X) =2X-1, u(XZ) =
2 -1 0 0
2X* - 2X et u(X?) = 2X? - 3X?. Il vient alors Mat, (1) = o o 2 -3|
0 O 0 2
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DEFINITION 15.15 s Matrice d’une forme linéaire relativement a une base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7 et e = (ey,...,e,) une base de E. Si ¢ est une forme linéaire sur E, on
appelle matrice de ¢ relativement a la base e la matrice ligne 1 x n donnée par :

Mat, (o) = (@ (e1),..., ¢ (en))

(PROPOSITION 15.8 % Une application linéaire est entierement déterminée par sa matrice dans deux bases h

Soient :
1 E un K-espace vectoriel de dimension p et e = (el,...,e,,) une base de E.
2 FunK-espace vectoriel de dimension g et f = (fi,..., fy) une base de F.

I’application :
e . S (E, F) — mq_p (IK.)
’ u —  Maty._,(u)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, si M € 9, , (K), il existe une unique application linéaire
ue £(E,F) telle que 8~ (M) = u. On dit que u est [’application linéaire de E dans F représentée par M dans les bases
\edeE et fdeF.

J

Démonstration
o On vérifie tout d’abord que 0 est linéaire. Soient o, € K et soient u, v € £(E,F). On suppose que 0 (u) = Matf<_e (u)=A=
(ﬂi,j) € Mg,p K), que 6(v) =Maty._,(v) =B = (bl-'j) € Mg,p (K) et que B (au+pv) =Maty_, (au+pv) =C= (cl-'j) €
Mg,p (K). Par conséquent :

q q
vje[Lp], u(q):Zak,jfk et l/(ej)=Zbk,jfk.
=1 =1
Par suite, pour tout j € [1,p] :
((xu-}-ﬁy) (e]) = kilck’jfk :(xu[ej) +ﬁv(ej) = kil (O‘“k,j +ﬁbk,j)fk'

Par identification, la famille f formant une base de F, on a :

vke[l,p], Vvjel[lLp], cxj=aay;+Pby;

ce qui prouve que : C = aA+PB et que 0 est linéaire.

* 0 est injective. En effet, si u € £(E,F) est telle que 6 (1) =0 alors Vj € [1,p], u(ej) = Zzzlo.fk = 0. u s’annulant sur
une base de E ne peut que s’annuler sur E tout entier et donc u = 0. On en déduit que Ker0 = {0} et que 0 est injective.

» 0O estsurjective. SoitA = (a,-,j) € Myg,p (K). Considérons I’application linéaire u € £ (B,F) donnée par:Vje[1,p], u (ej) =
22:1 ag, j fr (Rappelons qu’une application linéaire est complétement déterminées par les valeurs qu’elle prend sur une
base de I’espace vectoriel sur lequel elle est définie). On a clairement 6 (1) = A ce qui prouve que 0 est surjective.

PLAN 15.1 : | Autrement dit :

Avec les notations précédentes, se fixant une base e dans E et une base f dans F.
o Toute matrice de Dﬁq,p (K) est celle d’une application linéaire u € £ (E,F) dans les bases e et f.
e Réciproquement, a toute application linéaire de £ (E,F) correspond une et une seule matrice de zmq, p (K) qui
la représente dans les bases e et f.

En utilisant ces deux dernieres propositions, on obtient :

N

(COROLLAIRE 15.9 %
Soient E et F deux K-espace vectoriel de dimension finie, soient e et f des bases respectives de E et F. Si on note
p=dimE et g =dimF, ona:

dim £(E,F) =dim9M, , (K) = gp

Démonstration : En effet, deux [K-espaces vectoriels isomorphes ont la méme dimension.
Le théoreme suivant justifie la définition du produit matriciel. Composer des applications linéaires revient a multiplier les
matrices correspondantes.
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THEOREME 15.10 % Fondamental! Matrice de la composée de deux applications linéaires
Soient :

1 E un K-espace vectoriel de dimension p et e = (el, ey ep) une base de E.
2 Fun K-espace vectoriel de dimension g et f = (fi,..., f;) une base de F.
3 G un K-espace vectoriel de dimension r et g = (gl, e gr) une base de G.
4 ueflEFRetve LEQG).

alors :

| Matg. . (vou) = Matg<_f (v) x Matﬁ_e (u)

Démonstration Notons : A = (al-/,j/) =Maty_,(w) B= (b,-u'ju) =Matg_r(v) et C= (cl-'j) = Matg.—, (vou). Soient j €
[Lp]etiell,rl.Ona:(wow (ej) =v (u(ej)) = l/(ZZZl ak,jfk) =X akv(fi) =Ti_  a X bix&i =X X, bikak j8i =
q
-1 (Zkzl bi,k“k,j)gi
Et par identification : ¢; j = ZZZI bj ray,; ce qui prouve le résultat.
Enfin, on écrit le calcul de I’image d’un vecteur par une application linéaire peut s’effectuer, en dimension finie, au moyen
des matrices.

s - N
PROPOSITION 15.11 % Ecriture matricielle de I’image d’un vecteur par une application linéaire
Soient :
1 E un K-espace vectoriel de dimension p et e = (el,...,e,,) une base de E.
2 Fun K-espace vectoriel de dimension g et f = (fi, ..., f;) une base de F.
3 uef(EF.
alors :
| Maty (u(x)) = Maty_ (1) x Mate (x)
Autrement dit, si Y = Matf (u(x),A= Matf_e (u) et X=Mat, (x),ona:|Y=AX|.
. /

Démonstration  Posons A = (a,-,j) € My,pK), X = (xj) €My (K) et Y = (y;) € My1 (K). Ona: u(x) = u(Zj?:lxjej) =
Zp

, N =vP ol A U p R R : : : fap
j=1%j u(e]) = Zj:le Y aijfi= Zi:lzjzl a;,jX;jfi =X;_, yifi. Par identification, on a bien :

p
vie[Lq], yi=) aijx;
j=1
ce qui prouve le résultat.

Exemple 15.12
— Soit deux applications linéaires

[R?’ . RZ RZ _ R3
u:{ (x,y3,2) — (X-y x+y+2) U:{ (x,y) — (x+y, x+2y, x—}y)

On note e la base canonique de R3 et f la base canonique de R?.

0 1 1
1) etMat, r(v)=(1 2
1 -1

1 -1

1. On écrit Maty. . (u) = (1 1

2. On écrit maintenant Mat,._, (v o u) et Mat g (uouv). On sait que

1 1 1 -1 0 2 0 1
Mat,_, (Vo u) =Mate<_f(y) X Matﬁ_e(u) =11 2 |x (1 1 1) =13 1 2
I -1 0 -2 -1
et que
1 1
1 -1 0 0 -1
Maty. ¢ (uo v)=Matf<_e(u)><Mate<_f(v)><:(1 1 l)x 1 _21 :(3 9 )

11



3. Donnons I’expression analytique de uo v et vo u. On utilise le théoreme ??.

2 0 1 X 2x+ 2z
D'unepart [3 1 2 |[y|=[3x+y+2z]|doncuov(x,yz)=(2x+23x+y+2z,-2y-2z).
0 -2 -1)\z -2y—-z
s 0 -1)(x) _ -y (.
D’autre part (3 2)(y)— 3x+2y) etvou(x,y)=(-y3x+2y).

15.3 Matrices carrées

15.3.1 Définitions

Rappelons qu’une matrice est carrée si et seulement si elle possede autant de lignes que de colonnes. L’ensemble des
matrices carrées de taille n est noté M, (K).

PROPOSITION 15.12 %
2

— (M, (K), +,-) possede une structure d’espace vectoriel de dimension finie n-.
— (MM, (K),+, x) possede une structure d’anneau unitaire (non commutatif).

Démonstration Le premier point est un corollaire immédiat des propositions ?? et ??. On vérifie facilement les axiomes d’un
anneau pour (M, (K), +, x).

Remarque 15.6  Comme (9, (K), +, x) est un anneau, pour deux matrices A, B € 91, (K), on pourra utiliser la formule
du bindme de Newton (voir le théoreme ?? page ??) des que A et B commutent, c’est-a-dire dés que AB = BA.

1 -1 1 0 -1 1
Exemple 15.13 Calculons les puissance de A={0 1 —1|. Onremarque que A=I3+BavecB=|0 0 -1|.
0 1 0 O 0
0 0 1
On remarque aussi que BZ=|0 0 0] et que B? = 0. Comme I3B = BI3 = B, on peut appliquer la formule du bindme et
0 0 O
écrirepour n=2:
n -1 1 —n M50
An=Y (Z)IQ"“B’“ —lg+nB+ %BZ o 1 -n
k=0 0 0 1

Par un calcul direct, on montre que cette égalité reste correcte si n=0,1 d’ou le résultat.

N

(DEFINITION 15.16 % Matrice d’un endomorphisme dans une base
Soient E un K-espace vectoriel de dimension 7 et e une base de E. Soit u € £ (E) un endomorphisme de E. On appelle
matrice de I’endomorphisme u dans la base e la matrice notée Mat, (1) et donnée par :

Mat, (1) = Mate_, (1)

\Remarquons que Mat, (1) est une matrice carrée : Mat, (u) € 91, (K).

PROPOSITION 15.13 s Un endomorphisme est entierement déterminé par sa matrice dans une base
Soient E un [K-espace vectoriel de dimension 7 et e une base de E. Alors, I’application

9: L£E — MK
’ u —  Mat, (u)

est un isomorphisme d’anneaux et d’espaces vectoriels.
En particulier, si M € 91, (K), il existe un unique endomorphisme u € £ (E) tel que 01 (M) = u. On dit que u est
\l ‘endomorphisme de E représenté par M dans la base e. )

Démonstration Le fait que 0 est un isomorphisme d’espaces vectoriels est un cas particulier du théoréme ??. Par ailleurs, si
u,v e £(E) alors 0 (uo v) = Mat, (1o v) = Mat, (u) Mat, (v) =0 (1) 0 (v) ce qui prouve que 0 est un morphisme d’anneaux.
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PLAN 15.2 : | Autrement dit :

Avec les notations de la proposition précédente, se fixant une base e de E :
o A toute matrice A de M, (K) correspond un et un seul endomorphisme u de E dont la matrice dans la base e
est A.
e Réciproquement, a tout endomorphisme de E correspond une et une seule matrice de 2, (K) qui le représente
dans la base e.

15.3.2 Eléments inversibles dans 9, (K), groupe GL,, (K)

(DEFINITION 15.17 Y Matrice inversible
On dit qu’une matrice carrée A € M, (K) est inversible si et seulement si il existe B € M, (K) tel que :

AB=I, et BA=I,

Si tel est le cas B est unique et est appelée matrice inverse de la matrice A; on la note A~!. L’ensemble des matrices de
\taille n est noté GL,, (K).

J

Démonstration : Soit B et B’ deux matrices de 97, (K) telles que AB=BA =1 et AB' =B’A=1,. On a donc

B=BIl,=B(AB')=(BA)B =1,B'=B".

Exemple 15.14 La matrice A = (1 1) est inversible. En effet, cherchons son inverse sous la forme B = ()ZC J; ) Comme

0 1
x+z=1
N y+t:0 s z 1 _l s . -1
AB =1y onale systeme : 0 qu’on résout et on trouve B = 0 1 . On vérifie que AB=BA=I3doncB=A"".
z=
r=1

Remarque 15.7  On comprend grace a cet exemple qu’il va falloir développer des outils plus sophistiqués si on veut
montrer sans trop de calculs qu’une matrice est inversible. Ces outils seront le rang (voir paragraphe ??) et le déterminant
(voir paragraphe ??). On montrera aussi dans ce dernier paragraphe comment, grice a la notion de comatrice, on pourra
calculer I’inverse de matrices inversibles de taille pas trop grande.

La proposition suivante permet de traduire la notion d’inversibilité entre les matrices et les applications linéaires.

PROPOSITION 15.14 s Une application linéaire est inversible si et seulement si sa matrice est inversible
Soient e et f des bases respectives des K-espace vectoriels E et F tous deux de dimension n, u € £(E,F) et A =
Maty._. (v). Alors A est inversible si et seulement si u est un isomorphisme.

Démonstration

Supposons que A est inversible. Alors il existe B € 9, (K) tel que AB = BA =1;. Soit v élément de £(E,F) tel que
B=Mat,_r(v). Ona:

Mate—e (Idg) =1, =BA = Mate_f (v) Matf_e (u) =Mate—e (vou).
Par conséquent : vou =1dr. De méme, on a :
Matg. g (dp) =1, =AB=Maty_, (u)Mate_r (v) =Maty._ ¢ (uov).
Par conséquent : uo v =1dg. On a ainsi prouvé que u est un isomorphisme de E dans F d’application réciproque v.

Réciproquement si u est un isomorphisme de E dans F alors notons v : F — E son application réciproque. Posons B =
Mat,._ ¢ (v). Ona:

AB = Matf,_e (u) Mate,_f v)= Matf,_f (uov) = Matf_f (Idg) =1y
et
BA= Mat&_f (v) Matﬁ_e (u) =Mate—e (vou) =Mate—e (Idg) =1,

et donc A est inversible de matrice inverse B.
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(PROPOSITION 15.15 % SiE est de dimension 7, GL, (K) et GL (E) sont des groupes isomorphes )
1 (GLj, (K), x) est un groupe (en général non abélien).
2 SiE est un K-espace vectoriel de dimension 7 et si e est une base de E, ’application
0-: GL(E) — GL,([K)
’ u —  Mat, (1)
est un isomorphisme de groupe.
S J

Démonstration Le produit de deux matrices inversibles est inversible, on le démontrera dans la proposition ??. Donc le produit
est stable dans GLj, (K). Il est aussi associatit, son élément neutre est la matrice identitée et par définition toute matrice de GLj, (K)
admet une matrice inverse élément de GLj, (K). Par ailleurs :

o 0 est bien définie car si u est un automorphisme de E alors Mat, (1) est inversible.

» 0 est un morphisme de groupe : si (u,v) € (GL (E))Z, alors 0 (uo v) = Mate (1o v) = Mat, (1) Mat (1) =0 (1) 0 (v).

o 0 est injective car si 0 (u) =I5, alors Mat, (u) =1, et donc u =1dg.

» Enfin, 0 est surjective car toute matrice de GL, (K) représente un automorphisme de E.

Remarque 15.8 Les deux démonstrations qui viennent sont typiques de ce chapitre. Pour démontrer une propriété sur
les matrices, on la transcrit en terme d’application linéaire. Vous devez vous familiariser avec cette gymnastique.

Exemple 15.15 On reprend la matrice A = ((1) i) de I’exemple ?? p. 22.

A est la matrice, dans la base (1,X), de ’endomorphisme u de K; [X] dans lui-m&me défini par u(P) =P(X+1).
Il est clair que I’endomorphisme v de K;[X] dans lui-méme défini par v(P) = P(X—1) "défait ce que fait u" et donc que
u et v sont inverses 1’un de ’autre. Donc A est inversible d’aprés la proposition 22 p. 22. De plus A~ est la matrice de

(1 -1
v dans la base (1,X), a savoir (0 1 )

THEOREME 15.16 %% Une premieére caractérisation des matrices inversibles
Soient A, B € 91, (K). On suppose que :

@ AxB=1,

alors A et B sont inversibles et inverses I'une de ’autre : B=A"! et A=BL.

Démonstration Soient E un espace vectoriel de dimension n, e une base de E et soit u I’endomorphisme de E représenté par A
dans la base e et v I’endomorphisme de E représenté par B dans la base e. Comme AB =1, on a : I, = AB = Mat, (1) Mat, (v) =
Mat (1o v) = Mate (Idg). Par conséquent : uo v = Idg. On en déduit que d’aprés le théoréme [[3.30 page[I8 que u est inversible
d’inverse v et donc que A est inversible d’inverse B.

PROPOSITION 15.17 Une seconde caractérisation des matrices inversibles

A€GL, (K) <= [VXeM,1 (K), AX=0 = X=0].

Démonstration Soient E un espace vectoriel de dimension n, e une base de E et soit u I’endomorphisme de E représenté par A
dans la base e : A =Mat, (u). Soient X € M, 1 (K) et x le vecteur de E tel que Mate (x) =X. On a:

AX = 0 < Mat, (u) Mat, (x) = 0 < Mat, (1 (x)) =0.

Si A est inversible alors u est un isomorphisme. Donc AX = 0 n’est possible que si u(x) = 0 c’est-a-dire si x = 0. Par conséquent
X = 0. Réciproquement, si AX = 0 entraine X = 0, alors u (x) = 0 entraine x = 0 et donc Ker u = {0} par suite u est injectif. Comme u
est un endomorphisme, u est donc aussi surjectif d’aprés le corollaire[I3.29 page[1@ et définit bien un isomorphisme. Par conséquent
A est inversible.

COROLLAIRE 15.18 Matrice inversible et systemes linéaires
Soit A € M, (K). On a équivalence entre :

1 AeGL,(K).

2 Pour tout Be M, ; (K), le systeme linéaire AX = B admet une et une seule solution.

Démonstration
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= SiAeMy (K) etsi BeMy, 1 (K) alors e systeme AX = B admet comme unique solution X = A~1B.
< Réciproquement, si pour tout B € M, 1 (K), le systtme AX = B admet une et une seule solution alors le systéme AX = 0
admet comme unique solution X = 0 et d’apres la proposition précédente, A € GL;, (K).

PLAN 15.3 :| Application au calcul de I’inverse d’une matrice !

Pour calculer I’inverse de la matrice A € GL,, (K), on il suffit de résoudre le systeme AX =Y.

COROLLAIRE 15.19 Une troisieme caractérisation des matrices inversibles
Soit A € M, (K). On a équivalence entre :

1 AeGL,(K).
2 Lamatrice A comporte 7 pivots.
Démonstration

=> SiAeM, (K) etsi BeM,, 1 (K) alors e systeme AX = B est de Cramer et donc A posséde n pivots.
< Réciproquement, si A admet n pivots alors le systeme AX = 0 est de Cramer et d’apres proposition précédente, A € GLy, (K).

PROPOSITION 15.20 %
Si A, B € 0,, (K) sont inversibles, il en est de méme pour AB et :

(AB) ' =B A7l

Démonstration Supposons que A et B soient inversibles. Il existe alors A’, B’ € M, (K) telles que : AA' =1, et BB’ =1,,. Montrons
que : B'A’ est la matrice inverse de AB ce qui prouvera le résultat. I suffit pour ce faire de remarquer que :

ABB'A’=ABB' A =AA" =1,,.
—~—
=I,
Exemple 15.16 On a vu au chapitre ?? que si @ est un vecteur du plan de coordonnées (x, y) dans une base orthonormale

directe e = (7,7J) et si Rg est la rotation vectorielle d’angle 6 € R alors les coordonnées de Rg (1) dans e sont : (x',)’) =
(cosOx—sinBy,sinBx+cosBy) . On a donc :

cosf —sinB
Mate(Re):( sin®  cosO )

Remarquons que Rg est un automorphisme du plan, de bijection réciproque : R_g. On a par ailleurs bien :

cos® —sinb cosB sinf
Mate (Ro) Mate (R_e)z( sin®  cos® )( —sin® cosH )= 2

Remarquons que (Mat, (Re))_1 = Mat, (Re)T. Les matrices inversibles A dont la matrice inverse est égale a leur transpo-
sée : AT sont dites orthogonales.

B10 1 | Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 & Lyon, mort le 22 janvier 1922 a Paris) !

Mathématicien Francais. Camille Jordan est issu d’un milieu favorisé. Son pere
était polytechnicien et sa mere était la sceur du peintre Pierre Puvis de Cha-
vannes. Il fait des études brillantes et integre Polytechnique a la premiere place.
Il devient ingénieur du corps des mines et mene en parallele des recherches ma-
thématiques. En 1876, il succede a Cauchy comme enseignant a 1’école Poly-
technique.

Ses travaux mathématiques portent sur la géométrie, (courbes de Jordan), mais
également sur I’étude du groupe des permutations, et les séries de Fourier. 1l
est aussi I’auteur d’un procédé de réduction des endomorphismes tellement utile
qu’il est parfois nommé « jordanisation des endomorphismes ». Réduire un en-
domorphisme consiste a trouver une base dans laquelle sa matrice prend une
« forme simple ». Dans le cas de la jordanisation, il s’agit d’une matrice diago-
nale par blocs dont les blocs sont des matrices de Jordan (voir I’exercice ??). Ce
procédé est en particulier important pour résoudre certaines équations différen-
tielles. Ajoutons que Jordan était réputé pour I’excentricité de ses notations.

Il prend sa retraite en 1912. Celle-ci est marquée par le déces de trois de ses huit
enfants durant la premiere guerre mondiale.
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15.3.3 Matrices carrées remarquables

Matrices scalaires, diagonales, triangulaires

Nous allons nous intéresser a deux types particuliers de matrice dans cette section : les matrices diagonales et les matrices
triangulaires. Les premieres se multiplient et s’inversent tres facilement (quand c’est possible évidemment). Avec les

secondes, les calculs sont plus difficiles mais moins que dans le cas de matrices quelconques.

(DEFINITION 15.18 % Matrices scalaires, diagonales

— Une matrice D € M, (K) est diagonale si et seulement si :

Vijell,nl i#j = d;i;j=0

A0 .. 0
D= 9 Az

: . .0

0 ... 0 A,

On notera D = Diag(A4,...,A) ainsi que 9, (K) I’ensemble des matrices diagonales de taille n.
L — Les matrices diagonales de la forme Diag(A,...,A) ou A € K sont appelées matrices scalaires.

| Remarque 15.9  Une matrice A € M, (K) est scalaire si et seulement si il existe A € K tel que A = Al,,.

(DEFINITION 15.19 % Matrice triangulaire supérieure
On dit que T € M, (K) est triangulaire supérieure lorsque :

Vi,jell,bnl i>j = ;=0

T est de la forme :

581 ... hn
0 too

T=
0 0 tun

\On note 97, (K) I’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n.

laires

sion 7.

+1
M, (K) de dimension M

(1 . . . . . . )
PROPOSITION 15.21 Dimension du sous-espace des matrices diagonales et du sous-espace des matrices triangu-

1 Le sous-ensemble des matrices scalaire de )1, (K) est un sous-espace vectoriel de 91, (K) de dimension 1.

2 Le sous-ensemble des matrices diagonales 2, (IK) de 2t,, (K) est un sous-espace vectoriel de 21, (K) de dimen-

3 Le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieures J7 (K) de 9, (K) est un sous-espace vectoriel de

Démonstration

o Le fait que chacun de ces quatre sous-ensembles de M (K) sont des sous-espaces vectoriels de My, (K) est laissé en

exercice au lecteur.

— La matrice identité engendre clairement le sous-ensemble des matrices scalaire de My (K). Par conséquent ce sous-

ensemble est de dimension 1.

— Les matrices élémentaires (E; ;) iellnl engendrent clairement le sous-ensemble des matrices diagonales 2, (K) de M, (K).
Comme cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre et forme donc une base de 9y, (K). Par consé-

quent : dim2;, (K) = n.

— De méme les matrices élémentaires (E i j) . engendrent le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieures

i,jell,n],j=i

I (K) de My, (K). Comme cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre et forme donc une base de

+1 +1
InK).Ilya % de telles matrices et donc : dim 97, (K) = %
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e R s - . . . . )
PROPOSITION 15.22 s Opérations algébriques avec les matrices diagonales et les matrices triangulaires supé-
rieures
— Si D; et Dy sont deux matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont respectivement Aj,...,A, et
Mi,..., Un, D1D2 est diagonale et ses coefficients diagonaux sont Ay iy, ..., Anly.
— Si T; et T, sont deux matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont respectivement

A1,..o,Ap et d,..., un, T1 Ty est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont Ajy,..., Ay [y.
— Si Ne M, (K) est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuls, alors N” =
L 0; on dit que N est nilpotente. )
Démonstration Exercice.
(COROLLAIRE 15.23 % Inverse d’une matrice diagonale et d’une matrice triangulaire N\
o Une matrice diagonale D = Diag(Ay,...,A,) est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont
non nuls. Dans ce cas :
D! =Diag(\; 7}, A7)
o Une matrice triangulaire supérieure T € 91, (K) de la forme :
h * e *
0 too
T=
0 . 0 tyn
est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls. Dans ce cas, T~! est de la forme :
-1
tll *1 *
0 £,
22
T= . X
0o .. 0 ¢t

Démonstration

e SoitD = Diag(A1,...,Ap) une matrice diagonale. Supposons que : Vk € [1,n], Ay # 0 alors clairement la matrice Diag(A;~L,...

est la matrice inverse de D. Réciproquement, si un des coefficients, A1 par exemple est nul. Alors, posant X = (1,0,...,0)T €
Mp,1 (K), on a AX =0 et X # 0 donc,appliquant la proposition ??, A n’est pas inversible.

e De méme si T est une matrice triangulaire supérieure telle que ses coefficients diagonaux sont non nuls, alors en posant
X=xl,...,xp) T € Mp1 (K), ona: TX=0 siet seulement si :

Mxy+ajpxa+aj3xs+...+appxp =0

Apxp+az3x3+...+azpxp =0

Anx;/l =0

comme les A;, pour i € [1,n] sont non nuls, ce systeme posséde comme unique solution le n-uplet nul donc X = 0 et
appliquant a nouveau la proposition ??, A n’est pas inversible. Réciproquement, si un des coefficient, A1 par exemple est
nul, alors en posant X = (1,0,...,0)T € Mp1 (K), on a AX =0 et X # 0 donc, appliquant la proposition ??, A n’est pas
inversible.

Matrices symétriques, antisymétriques

(DEFINITION 15.20 % Matrices symétriques, antisymétriques
Soit A € M, (K).
— On dit que A est symétrique si et seulement si AT = A ¢’est-a-dire si et seulement si :

Vi, jell, n] aji=ai;

L’ensemble des matrices symétriques de taille n est noté .%;, (K).
— On dit que A est antisymétrique si et seulement si AT = —A c’est-a-dire si et seulement si :

Vi, jell,n] aji=-—aij

L’ensemble des matrices antisymétriques de taille 7 est noté ¢, (K) a n lignes et n colonnes. )
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Remarque 15.10 Par définition, si A = (al-'j) € M, (K) est antisymétrique, et si i € [1,n] alors a;; = —a;; et donc
a; ; = 0. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont donc nuls.

(PROPOSITION 15.24
S (K) et o, (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de 91, (K). De plus :

dimyn(u@:w et dimdn([&):w

Démonstration  Posons, pour tout i,j € [1,n], i < j posons F; ; =E; j +Ej; et H; j =E; ; —E;; ou E; ; désigne la matrice
élémentaire (i, ). Ona:

i (K) =Vect{Fl~,j,E,-,l~ li,je [[1,n]],i<j}
et

st (€)= Vect ({H j 1i,jeTL,m,i < j})

ce qui prouve que ces deux ensembles sont des sous-espaces vectoriels de My, (K). De plus, on vérifie facilement que les familles

nn+1 nn-1 i
( ) et ( ) . Elles constituent

[F,-,j,E,-,i li,jell,nl,i< j) et [H,-,j li,jell,n],i< j) sont libres de cardinal respectif
donc des bases de, respectivement, S, (K) et <y, (IK) ce qui donne leur dimension. On vérifie de plus facilement que si une matrice
est a la fois symétrique et antisymétrique, elle est nulle et donc %, (K) Ny, (K) = {0}. Comme de plus : dim %, (K) +dim <, (K) =
dimM, (K) = n? on peut affirmer que ces deux sous-espaces sont supplémentaires dans Mty ().

Matrices de transvection et de dilatation, opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice

On considere dans tout ce paragraphe une matrice

(11'1 al,p
A= : : € Mn,p K).

ap1 ... Qnp

(- v 7 . 172 . . . )
DEFINITION 15.21 s Opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice

On appelle opération élémentaire sur les lignes (respectivement sur les colonnes) de la matrice A une des opérations
suivantes :

1 Addition d’une ligne (respectivement d’une colonne) a une autre ligne (respectivement a une autre colonne).

2 Multiplication d’une ligne (respectivement d’une colonne) par un scalaire .

3 Echange de deux lignes (respectivement de deux colonnes)

> Notation 15.17 On note, pour tous #, j € [1,n] et tout A e K* :
— L; < AL; la multiplication de la ligne i par le scalaire A.
— L; < L; + AL; I’addition de la ligne AL; a la ligne L;.
— L; < L; ’échange des lignes i et j.
On a des notations analogues avec les colonnes.
Nous noterons, pour tout i € [1, 1] et tout j € Hl, pﬂ, E;; la matrice élémentaire de Dﬁn,p (IK) dont tous les coefficients sont
nuls sauf celui a I’intersection de la i-eme ligne et de la j-&me colonne et qui vaut 1.

(PROPOSITION 15.25 % Traduction des oel en termes matriciels
On a le tableau de correspondances :

| k || oel | matrice P |
1 || Li<=Li+AL; In+AE; ; Matrice de transvection
2 L; —AL; I,—E;; +AE;; Matrice de dilatation
3 Ll'<—>Lj In_Ei,i_Ej,j+Ei,j+Ej,i

qui se lit ainsi :
Effectuer 1’ opération élémentaire n°k sur les lignes de A revient a multiplier A par la matrice inversible P
N\ J

Démonstration Par un calcul direct.
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(PROPOSITION 15.26 % Traduction des oec en termes matriciels
On a le tableau de correspondances :

| k| oec | matrice P
1 || C; < AC; +AC; I, +AE; ; Matrice de transvection
2 C; — AC; I,—E;; +AE;; Matrice de dilatation
3 CiHCj Ip—E,‘,i—E]’,j+E,‘,j+E]"i

qui se lit ainsi :
\Effectuer I’ opération élémentaire n°k sur les colonnes de A revient a multiplier A par la matrice inversible P )

Démonstration Par un calcul direct.

Matrices de changement de base

Comme leur nom I’indique, les matrices de changement de base vont nous permettre de calculer la matrice d’une appli-
cation linéaire dans des bases données quand on connait cette matrice pour d’autres bases.

DEFINITION 15.22 s Matrice de changement de base

Soient e = (ey,...,e,) et f = (fl,...,fn) deux bases du K—espace vectoriel E de dimension n. On appelle matrice de
passage de e a f (ou matrice de changement de base) et on note P,_. ¢ la matrice de la famille (fi,-.., fn) relativement
alabase e:

Py =Mate (fi,.., fn)

| Remarque 15.11 P,y € M, (K).

(PROPOSITION 15.27 % Propriétés des matrices de changement de base )
Soient e, f et g trois bases du [K-espace vectoriel E de dimension 7. On a :
1
| P, s = Mat,._/ (idg)
2
| Pe—g=PopxPrg
3 P._festinversibleet:
-1
[Pe—»f] = Pf—»e
(. J

Démonstration
1 La premiére égalité est laissée en exercice.
2 Ona, par application du théoréme ?? : Pe—»f ><Pf_,g = Mate._f (idg) XMatf._g (idg) =Mate—g (idg o idg) = Mate—g (idg) =
Pe_g.
3 Par application de la proposition précédente, ona :Pe_, f xPf_ o =Pee =Ip etPf o xPo . f =Pr_ ¢ =1, Parconséquent,

-1
Pe—»f est inversible et : [Pe—»f] = Pf—»e‘

COROLLAIRE 15.28 Y% Caractérisation matricielle de la liberté d’une famille de vecteurs
Soient E un K-espace vectoriel de dimension 7, e une base de E et x une famille de n vecteurs de E. Alors, la famille x
est libre si et seulement si la matrice des n vecteurs de la famille x dans la base e, Mat, (x1,..., x;) est inversible.

Démonstration
Supposons que la famille x soit libre. Comme elle est de cardinal n, elle forme une base de e et donc, appliquant la
propriété précédente, Mate (X1,...,Xp) = Pe—x est une matrice de passage de la base e a la base x et est donc inversible.
Réciproquement, si Mate (x1,...,X,) est inversible alors cette matrice représente un automorphisme u de E dans la base
e et comme 1’image d’une base de E par un automorphisme de E est une base de E, on en déduit que x est une base de E.
En particulier x est libre.
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PROPOSITION 15.29 s Toute matrice inversible s’interpréte comme une matrice de changement de base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7 et e une base de E. Alors pour toute matrice inversible A € GL;, (K), il
existe une unique base e’ de E telle que A =P,_. .

Démonstration Soit A € GLj, (K). Les vecteurs colonnes de A sont les coordonnées d’une famille de vecteurs f dans la base e :
A=Mate (f1,..., fn). Par application de la proposition précédente, Ia famille f est libre et donc A = Mate (f) = Pe_. s

154 Changement de base

15.4.1 Pour un vecteur

PROPOSITION 15.30 % Formule de changement de base pour un vecteur
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n. Considérons e et f deux bases de E et x € E. Alors :

| Matf (x) =Pppx Mat, (x) |I.

Démonstration  Posons Mat 7 (x) = [X;) €My,1 (K), Mate () = (X;) € Mp,1 (K) et Pp_p = (ai,j) €Mpn(K). Ona:

n n n
xX= ZX;-fi= ZXjej et Vie[l,n], ejzz:ai'jfi.
i=1 j=1 i=1

Par conséquent :

Donc, par identification, on a bien : Vi€ [1,n], X;. = 27:1 a,-,ij‘

On peut aussi prouver ce résultat de la fagon suivante :

Mat () Mat r (Idg (x))

Maty. . (Idg) x Mate (x) par application de ??
Pf—»e x Mat, (x)

15.4.2 Pour une application linéaire

(PROPOSITION 15.31 % Formule de changement de base pour une application linéaire )
On considere :

« eet e deux bases du [K-espace vectoriel E
e fet f’ deux bases du K-espace vectoriel F
et ue £(E,F). On a la formule de changement de base :

Matgr o (U) =Ppr g xMaty o (U) x Pe_

Démonstration  Soit x € E et y = u(x). Soit X = Mate (x), Y = Mats (y), X' = Maty (x), Y = Maty (y), A = Maty_, (u) et
A’ =Mat f1—e' (). On a, par application du théoreme ?? : Y = AX etY =A'X'. De plus, par application de la proposition précédente :
X=P,_gX etY=Ps_pY'. Onadonc :

Y =Pp_Y=Pp_AX et Y =AX'=APy_.X
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Par conséquent : A'P,_., = Pri_ rA ce qui donne bien : A= Pri_pxMatp_ () xPe_pr.
On peut aussi démontrer cette formule ainsi :
A’ = Matfr_e/ (u) = Matfu_e/ (IdF o uOIdE)

=Matpr_r(Idp) xMatp._, (1) x Mat,._ o (IdE)

= Pf’—'f x Matf<_e () x Py o

15.4.3 Pour un endomorphisme

(PROPOSITION 15.32 % Formule de changement de base pour un endomorphisme )
On considere e et ¢’ deux bases du K-espace vectoriel E et u € £(E). On a la formule de changement de base :
Mat, (1) =Pg—.. x Mate () x Pe_yr
qui s’écrit aussi avec P = P,_. ./, A = Mat, (1) et A’ = Mat, (u) :
A =PIAP |
_ Y,

Démonstration : C’est un corollaire immédiat de la proposition précédente.

| Remarque 15.12  Avec les notations précédentes, si A’ = P~'AP alors A”* = P"1A"P.

15.4.4 Pour une forme linéaire

PROPOSITION 15.33 s Formule de changement de base pour une forme linéaire
Soient e et e’ deux bases du K-espace vectoriel E. Si ¢ est une forme linéaire sur E, on a :

Mat, (¢) =Mat, (¢) x Po_y ||

Démonstration : C’est encore un corollaire immédiat de la proposition précédente.

15.4.5 Un exemple

Soit I’espace vectoriel E = R? muni de sa base canonique e et les deux vecteurs fj =(1,2), f> =(1,3).
1. Montrons que le systetme f = (f1, f2) est une base de E. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment donc

P . 4 fo 11
une famille libre de R?. Comme dimR? =2, f est forcément une base de E. On écrit Mat, (f) = (2 3)

. . 1 1
2. On écrit la matrice de passage P 5 = (2 3).

. . . x . R
3. On inverse cette matrice en cherchant une matrice B = (z J; ) telle que P,_. ¢ x B =I,. On obtient un systeme et on
3 -1
t Pf..,=B=
rouve Py, (_ 9 1 )

4. Soit le vecteur x = (4,1). On cherche matriciellement les coordonnées du vecteur x dans la base f. On trouve

3 —1\(4) (11
Maty (x) = Py—.Mate (x) = (—2 1 )(1) ) (—7)'

E — E

. On écrit les matrices de cet endomorphisme dans les
(xy) — (Cx+yx-y)

5. Soit I’endomorphisme u : {

-2 1J{1 -1J12 3

bases e et f : Mate (u) = (? _11) et Matf(u) =Pf_.eMate(u) Por= ( 3 _1) (2 1 ) (1 1) = (1:; _1172)
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15.5 Rang d’une matrice

On va développer dans cette section des méthodes pratiques pour :
1. calculer le rang d’une application linéaire a partir de sa matrice dans des bases données.

2. tester si une matrice (et donc si I’endomophisme associé) est inversible.

15.5.1 Définition et propriétés

DEFINITION 15.23 Y% % Rang d’une matrice
On appelle rang de A € M, (K), et on note rgA, le rang de la famille constituée des vecteurs colonnes Cy,...,Cp de A
dans K9.

Exemple 15.18

1 00 1 11 1
rg|l0 1 0|=3, rg|0 1 1|=3, rg|-1 1 1|=2.
0 01 0 0 1 0

[PrOPOSITION 15.34 % % % Le rang d’une matrice A est égal au rang de I’application linéaire X — AX

=K — ~ K49
Soit A€ My, (K). onnote@:{ Mg ) =K M, (K) =K

X — AX . Alors rg(A) =rg(0©).

Démonstration On arg(®) =dimVect(©(e1),...,...0(eq)) =dimVect(Cy,...,Cq) =1g(A).

(PROPOSITION 15.35 % %% Le rang d’une matrice est égal au rang de I’application linéaire qu’elle représente )
Soient :

1 E un K-espace vectoriel de dimension p muni d’une base e.
2 Fun K-espace vectoriel de dimension g muni d’une base f.
3 AeMyp K).

On sait qu’il existe une unique application lin€aire u € £ (E,F) telle que A=Matr. ,(u) alorsona:|rgu=rgA |

- J

Démonstration  D’aprés la proposition ?? page ??, I’application 0 : F — 0, 1 (K) qui a un vecteur de F associe sa matrice dans
la base f est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. On identifie dans la suite Mg 1 (K) et K9. Notons

F =Vect(u(er),...,u(ep)) cF et fJ’=Vect(C1,...,Cp)ch.

Rappelons que rgu = dim.% et que rgA = dim¥. Mais 0 (%) =¥ donc dim.# = dim¥ et rgu =1gA.

COROLLAIRE 15.36 Le rang d’une matrice A est égal au rang du systéme AX =0
Soit A € M, 4 (K). Alors le rang de A est égal au rang du systeéme AX = 0.

Démonstration Pour un systéme linéaire, on a
# inconnues = # inconnues principales +# inconnues secondaires.

Le rang du sytéme, c’est-a-dire le nombre de pivots, est donné par le nombre d’inconnues principales, c’est a dire # inconnues —
# inconnues secondaires. Le nombre d’inconnues secondaire correspond a la dimension du noyau AX = 0. Mais d’aprés la formule
du rang, la dimension de ce noyau est # inconnues —rg(A).

THEOREME 15.37 %% Une matrice carrée est inversible si et seulement si son rang est égal a sa taille
A eI, (K) est inversible si et seulement si rg(A) = n.

Démonstration Soient e une base d’un K-espace vectoriel E de dimension n et soit u 1’unique endomorphisme de E tel que :
Mate (1) =A. On a : A inversible <> u est un automorphisme de E <= rgA=rgu=n.
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PROPOSITION 15.38 %% %
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7, e une base de E et (xi,...,Xx;) une famille de n vecteurs de E. Alors
Mat, (x1,...,X;) est inversible si et seulement si (xj, ..., X;) est une base de E.

Démonstration  Soit u I’endomorphisme de E défini par : Vi€ [1,n], u(e;)=x;. Notons A=Mate (x1,...,%n) = Mate (). On
a : A est inversible < u est un automorphisme de E < I’image d’une base de E par u est une base de E.

(PROPOSITION 15.39 Le rang d’une matrice est inchangé par multiplication a gauche ou a droite de cette matrice
par une matrice inversible
Soit A € My p (K). Alors

1. rg(QA) =rg(A) pour tout Q € GL4 (K)
2. rg(AP) =rg(A) pour tout P € GL), (K)

Démonstration C’est une conséquence directe de 1’invariance du rang d’une application linéaire par multiplication a droite ou a
gauche par un isomorphisme.

THEOREME 15.40 %
Soit A€ qu_p (K). On a : A est une matrice de rang r si et seulement si il existe Q € GLg4 (K) et P € GL,, (K) telles que
A=QJ,P ou

Démonstration
Soit E un K-espace vectoriel de dimension p, e une base de E, F un K-espace vectoriel de dimension q et f une base de

E. Soit u € £(E,F) I'unique application linéaire de E dans F telle que Maty._, (1) =A. On a : rgu =rgA = r. Faisant comme

dans la démonstration du théoréme[I3.27] on peut décomposer E en la somme : E = Keru® G oi G est un sous-espace de

E tel que ug : G — Imu est un isomorphisme. Par conséquent, dimG =dimImu =rgu = r. Soit (e’l, ...,€}) une base de G

et (e'r T

vectoriel par un isomorphisme étant une base de I’espace vectoriel d’arrivée, (u(e}), ..., u(e})) est une base de Im f qu’on

peut compléter en une base f' = [u(e'l),...,u(e’,) ,fr'+1,...,f6',) deF. On a : Mat o (w) =]y et utilisant les formules de

.,e;g) une base de Ker f. e’ = (e’l,...,e',,e'Hl,...,e'n) est donc une base de E et I’image d’une base d’un espace

changement de base, on a :
A= Matf_e (u) = Pf—>f’ X Matfr_er (u) X Per_,e

qui est de la forme voulue.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p et F un K-espace vectoriel de dimension q. Soit e une base de E, f une base
deFet:
— ¢ une autre base de E telle que Py_, = P.
— f’ une autre base de F telle que Pf/_,f =Q.
Soit u € £(E,F) tel que : Matfu_e/ (u) =Jr. Interprétant la formule A = QJ P comme une formule de changement de base,
ona:A=Maty_,(u). Par conséquent : igA=rgu =rgJ;.

COROLLAIRE 15.41 % Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée
Pour tout A € M, ,, (K), rg(AT) =g (A).

Démonstration Posons r =rgA. En appliquant la proposition précédente, il existe Q € GLg (K) et P € GLp, (K) telles que A= QJ - P.
Par conséquent : AT =PI, TQT = P71, QT et PT € GLp (K), QTe GLg (K). Par conséquent, appliquant a nouveau la proposition
précédente : rgAT =r.
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[ DEFINITION 15.24 Matrices équivalentes
Deux matrices A,B € zmq,p (IK) sont dites équivalentes si et seulement s’il existe deux matrices inversibles Q € GLg4 (K)
et P € GLy (K) telles que A=QBP™1.

Remarque 15.13  Un corollaire du théoreme précédent est que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles
ont méme rang.

DEFINITION 15.25 Matrices semblables
Deux matrices carrées A, B € 91, (K) sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P telle que A = PBP L.

| Remarque 15.14 Deux matrices semblables sont a fortiori équivalentes.

| Remarque 15.15 Deux matrices semblables ont méme trace.

15.5.2 Calcul pratique du rang d’une matrice

PROPOSITION 15.42 s Deux matrices déduites I’une de I’autre par une oel ou une oec ont méme rang
Deux matrices obtenues 1'une de 1’autre par une oel ou une oec sont de méme rang.

Démonstration  Soit A€ M, ,, (K) et P une matrice correspondant a une oel ou une oec. P est donc inversible. Posons B = PA.
Soit r =rg(A). On applique le théoréme ??. Il existe des matrices Q1 € GLj (K) et Qz € GLp, (K) telles que A= Q11,Q2. On a donc :
B=PQ;I,Q2 = Qpl;Q2 avec Qp = PQ; qui est une matrice inversible de GLj, (K). Par conséquent, B étant de la forme Qpl,Q2 ou
Qo et Q; sont inversibles. On applique a nouveau la proposition ?? et on peut affirmer que B est de rang r.

(LEMME 15.43 %
SoitaelK*.Ona:

Démonstration Soit

Par définition, rgA = dimVect(Ly,...,Ly) ot Ly,...,L, représentent les vecteurs colonnes de AT. Posons F = Vect(L1) et G =
Vect (Ly,...,Ly). Montrons que ces deux sous-espaces vectoriels de KP sont en somme directe. SoitL = (£1,...,0p) € FNG. Comme
LeF,ona:L=AL;. Comme L€ G, on a aussi £1 = 0. Par conséquent, en regardant la premiere coordonnée, Aot =0, d’ou1 A =0 et
donc L =0. Donc F et G sont en somme directe. On a donc dimVect(Ly,...,Ly) = dimF+dimG ce qui s’écrit aussirgA=1+rgA’.

PLAN 15.4 :| Application au calcul du rang d’une matrice A!

Pour calculer le rang d’une matrice, on applique le plan suivant :
1 SiA=0alorsrgA=0.
2 Sinon A posséde un coefficient « non nul. Par des permutations de lignes et de colonnes, on peut supposer

que a est en position (1,1). En retranchant aux n— 1 derniéres lignes un multiple judicieusement choisi de la
premiere ligne, on obtient une matrice du type :

etdoncrgA=1+rgA’

3 On se raméne ainsi 4 une matrice de taille (n—1) x (p — 1) sur laquelle il suffit de réitérer le procédé jusqu’a
obtenir une matrice de taille nulle.
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1 -1 2 0
Exemple 15.19 Calculons le rang de la matrice A=|{0 2 1 -1].0Ona
1 -1 2 0
1 -1 2 0 Ll 1 -1 2 0 1
rgA)=rglo 2 1 -1|=2=2=L 2 1 —1f=1+rg(, o 0)=2+rg(0 0)=2
1 -1 2 0 o 0 0 O

PROPOSITION 15.44 s Méthode du pivot de Gauss
Par une suite d’oel, on peut transformer une matrice inversible en une matrice triangulaire supérieure (inversible !).

Démonstration On va démontrer cette proposition en effectuant une récurrence sur la taille n de cette matrice.

1 Sin=1 la proposition est évidente.
2 SoitneN, n>1.

3 Supposons la proposition vraie au rang n—1 et prouvons la au rang n. Soit A = (al-j) € GLy, (K). Quitte a permuter les lignes
de A, cette matrice étant inversible, on peut supposer que a1 # 0. Par des oel, en utilisant comme pivot le coefficient a1,
on peut alors transformer A en une matrice B de la forme :

Al

et on a, par application du lemme précédent : rgA = rgB = 1 +rgA’. On applique I’hypothése de récurrence a A’, on peut
transformer A', via une suite finie d’oel, en une matrice triangulaire. On effectue les oel correspondantes sur la matrice B et
on la transforme en une matrice triangulaire.

4 La proposition est alors démontrée par application du principe de récurrence.

Remarque 15.16  Grace aux opérations élémentaires sur les lignes et en s’inspirant de 1’algorithme précédent, on peut
calculer I’inverse d’une matrice A € GL,, (K) donnée. 11 suffit de suivre les étapes suivantes.

1
2

On juxtapose A et I,.

Grace a des oel de type 1 et 3 sur A on se ramene a une matrice triangulaire supérieure. Ceci correspond a
multiplier successivement a gauche A par des matrices Py, ..., P, de type 1 ou 3. La matrice triangulaire obtenue
estP,..... P;.A. On effectue ces mémes oel sur I,,. La matrice obtenue est P,...... P;.

On effectue des oel de type 2 sur P,.....P;.A afin d’obtenir une matrice triangulaire dont la diagonale ne
comporte que des 1. Ceci correspond a multiplier successivement a gauche A par des matrices Qy, ..., Q; de
type 2. La matrice triangulaire obtenue est Qs..... Q1.P,..... P;.A. On effectue ces mémes oel sur I,,. La matrice
obtenue est Qs..... Q1.P,..... P;.

Enfin, & nouveau grace a des oel de type 1, on se rameéne a la matrice I,,. Ceci correspond a multiplier
successivement a gauche Qs..... Q1.Ps..... P;.A par des matrices Ry, ..., R; de type 1. La matrice triangu-
laire obtenue est Rg..... R1.Qs..... Q1.Py..... P;.A. On effectue ces mémes oel sur I,,. La matrice obtenue est

Au final, on a donc Rq..... R;.Qs..... Q:.P,..... P,.A =1,,. La matrice R;.....R;.Qs..... Q1.P,..... P; est donc I’in-
verse de A.

1 1 -1

Exemple 15.20 Lamatrice A=[—-1 1 0 |estderang3comme on le vérifie en appliquant la méthode ??. Calculons

0 -1 1
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son inverse :

et on en déduit que A™! =

—

1

—

— - O

N = =

S = O

L,

L3

L
L3
L
L,

L

26

Lo+L;

Ly+Lo/2

Lp/2
213
Li+Lg
L, +L3/2

Li-L,

1
1/2

1
1/2
1

— = DN

[ENrE——

oS = O

S = O

1/2

1/2

(=}

N = N
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