Chapitre

Séries numériques

2.1 Sommes partielles et restes

Exercice 2.1.1 *
Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme :

1. slzz# 2. 8222; 3. 53=Zlnf1—7]

Sinn+1)’ Sinn+)(n+2) Py SR &

Exercice 2.1.2 *
Indiquer la nature et, si elle existe, la somme de la série de terme général

1
- vi+vn+1l

Un

Exercice 2.1.3 *
Indiquer la nature et, si elle existe, la somme de la série de terme général

1

nn+1)
1 1 -
COS — COS
n n+1

sin
Uy =

Exercice 2.1.4 *

2
On admet que Sy = ¥.37, % = Z-. Montrer que Y ;> m est convergente et calculer sa

somme S».
Exercice 2.1.5 *

Soit z € C avec |z] <1 et p € N. Apres avoir prouvé sa convergence, calculer les sommes

partielles et le reste de la série Z z".
n=p

Exercice 2.1.6 *
Soit o > 0. Montrer que

0o 1+x —yn+a
+00 1 T[z
Exercice 2.1.7 "0 % Y 5=
-\ n 6
n=1
1 +00
On considere la série de Riemann Z — etonnoteL = Z — sa somme. On veut trouver une
n=1 n=11
valeur approchée de L a 1077 prés (p décimales exactes).
L |
1. On décide de prendre comme valeur approchée de L, la somme partielle S, = kZ’lF

Ecrire une procédure Python qui calcule S,,.

2. En utilisant une comparaison avec une intégrale, montrer que pour tout n € N* :

<R, <

S

1
n n?

3. Combien de termes sommer pour obtenir une valeur approchée de L 2 10~* prés ?

4. Trouver une amélioration de la méthode.

Exercice 2.1.8 *

Pour p €N, on pose
+00 p

ay =
P
n=02"

1. Montrer que ay, existe puis exprimer a, en fonction de ay, ..., dp-1.

2. En déduire que ap € N.



Exercice 2.1.9 * 1. u, = n 3 u,= '“\fﬁ 5 up= e‘”z,

. K -1’
Existence et valeur pour m =1 de 2y, = _Inn 4 y, = nn 6. 1. =sin3 L
- Un =557 - Un =723 - Un = ne
+o00 1 .
Sm= Z _— Exercice 2.2.6 *
n=1 nn+1)...(n+m)

Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

yd . N e 0
2.2 Séries a termes positifs n sin i 4 = n i
= (- L Uup=0+vn)", a
Loup = (-1)" =557, n=(1+vn) 6 = a>0.0>
Exercice 2.2.1 * 2. up= ¥ Inn 0.
P . . s . . n
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants : o Up = h
3. un= ninn’ (Innm)™’
I u=_n 3 =L _ 1 5 0 n? Exercice 2.2.7 *
T e Y S cun= ()" Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
— ch(n) — 1\" 1
2. Un = Gy 4 up=e—(1+4)", 6. Up=—r.
Exercice 2.2.2 * 1w = 1 3w = 1 5 w.=sin L
» . L. ., . . n — 2 ’ . n - o ’ . n — n’
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants : Vncos?n R n* +arctann 2
. . 4 n+3 - (n+2)*3
—Qin & — 1 . Uy = ———— — T . a7
1 2. up=sin,—In(1+-), nE a1 T (n+1)(n+3)3/2
L oup=—t 3 =277 5 up=—
YO P U= CT )
Exercice 2.2.8 *
2 up = (L) 4 up=1imf1+% 6. up=e V1 ‘termi i iné ;
. Up = (;) s - Up =510 Z) . Up=e . Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
Exercice 2.2.3 *
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants : 4" —n 2"n! Inn
I up=——, 3 up= , S5 up=——-,
57 +2n4 n" n
Inn n*+3n’+n 1
_ 1 _nl _ 2n 2. Up=——7, 4 upy=ln—4/———-——, 6. Up=——5—;
L un = g 3. un=n, 5. un=350m "T3nt-2 " nt+2n2-n+1 nsin?n
—n =gq] = 1 .
2. up =75, 4. up =sinn, 6. Un= 75 Exercice 2.2.91771 %
] Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
Exercice 2.2.41"7 %
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
Ty o« 2
1. un=2\/’f’ 3 u,=(¥Yn-1)° 5w =1In n“+an+1
. nvn _ 3352 _ n2+bn+2/)
L. ”n=#31n%’ 3. Mn=(1+%)n, 5 up, = Vin(n+1) - 4 up,=vVn +nb+n+1 "
Vinn+1, 2w, =1 n?+l+a+—, 6. up = arccos .
1 ) © YT (o)™’ n n+1
2. u,=evntl —1, 4. unzl—cos%, 6. unznTTl.

Exercice 2.2.10 *
Exercice 2.2.5 * Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :



_1_ 1\

_ nn 1 n
1. u,=d™", a>0, 3. up=nn—nnl, 5. up=(cos)" ,

_(nn)" 4. up = (In(n+a)® - _ Isinn| +|cosn|
2. Uy =——, (nn)%, a>0, Uy ——————
n! n
Exercice 2.2.11 ) & ® ¢ Type X

Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

1

1. u,= =

04

kel
™=

1 n
Vk, 2. unzn—Z(lnk)Z, 3 u, = k!
k=1

On cherchera un équivalent de u,
Exercice 2.2.12 *

Déterminer la nature de la série de terme général

[+oo dx
Up = —_—
"o VvV x*+ n%
avec o> 0.

Exercice 2.2.13 * %
FEtudier Ia convergence puis calculer la somme, quand celle-ci existe, de la série de terme
général

u,=In(n+1)+aln(n+2)+bin(n+3).

Exercice 2.2.14 *

Trouver le polynéme P pour que la série de terme général

1/4

un = (n*+2n2)"" - @m)'3

soit convergente.
Exercice 2.2.15 *
Pour quelles valeurs de a la série de terme général u, = (1+2+3+...+n)* est-elle conver-
gente?
Exercice 2.2.16 * %
Soit (uy) une suite réelle a termes positifs.

1. Montrer que les séries de terme général u,, v, =

et w, = In(1+ uy) sont de
Un
méme nature.

2. Si Zun converge, montrer que la série Z (un)®, avec a = 1, est aussi convergente.
Exercice 2.2.17 %%
Soit (ay) une suite de réels positifs.

1. On suppose que la série }_ a,, converge. Quelle est la nature de la série de terme géné-
ral :

(@ up=a*; —in[_Gn _ Van
(¢) u, =sin T+a, @ u,= n—\/ﬁ'
— an . = Gn .
(b) un =" () un nv+ﬁ,

2. On suppose que la série }_ a, diverge. Quelle est la nature de la série de terme général :

a a
— (b) up=—"—.
1+n<a, 1+a,

(a) up =

Exercice 2.2.18 * Régle de Raabe-Duhamel
Soient (u,) et (v,) deux suites de réels strictement positifs.

1. On suppose qu’a partir d’un certain rang

u v
n+1 < n+l1

Un Un

Montrer que u, = O (vy).
n—+oo

2. On suppose que

7
— | aveca>1

Upn n n—+oo\n
Montrer, a I’aide d’une comparaison avec une série de Riemann, que la série ) uy
converge.

3. On suppose cette fois-ci que

Un+1 x 1
—=1-—+ o0 |[—|avecax<l
Upn n n—+oo\n
Montrer que la série Y u,, diverge

Exercice 2.2.19 *
Déterminer la nature de la série de terme général

= 1/n  sinestun carré
"7 1/n? sinon

Exercice 2.2.20 *
Soit Y. u,, une série convergente et a terme général positif. Etudier 1a convergence de Y. u?.
Exercice 2.2.21 71 Yo %% Centrale PC
Pour tout n € N*, on note s(n) le nombre de chiffres de I’écriture décimale de n. Etudier la
convergence et la somme de
y s(n)

nn+1)



Exercice 2.2.22 * CCP MP
Soit (u,) ,eny une suite de réels strictement positifs et I un réel positif strictement inférieur a 1.

< .. Un+1 <
1. Démontrer que si lim =1, alors la série Z u, converge.

n—+oo U,
Un+1

Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim = 1, puis majorer, pour

n—+oo U,
n assez grand, u, par le terme général d’une suite géométrique.

. n!
2. Quelle est la nature de la série Z —?
n=1

Exercice 2.2.23 * CCP MP

1. Soient (upn) ueny €t (V) nen deux suites de nombres réels positifs. Montrer que :

Uy ~ Uy = un et ) v, sont de méme nature.
n /s vn Z n Z n

1
(i—1)sin ( — )
2. Etudier la convergence de la série Z n

w2 (Vn 3—1)lnn'

(i est ici le nombre complexe de carré égal a —1)

Exercice 2.2.24 *
Soit a € R. Déterminer la nature de la série Y u; ou

U, =Vmd+an—vVn?+3

Oral CCP PC

1
an=f t"V1-t2dt.
0

Exercice 2.2.25 *
Pour tout n € N, on pose

1. Calculer ay et a;.

2. (a) Montrer que (ay,) est décroissante.

n+1

—a

n+4

(c¢) En déduire qu’au voisinage de +oo, on a ay ~
n—

ap+2 = n-

(b) Montrer que Vn €N,
an+1-

o0

3. (a) Montrer que la suite de terme général n(n+1)(n+2)a,a,-, est constante.

(b) En déduire un équivalent de a,, au voisinage de +oo et la nature de la série }_ ;> ay,.

Exercice2.2.261"" % Intégrales de Wallis, Formule de Stirling
Le but de cet exercice est de démontrer la formule de Stirling

n ~
n—+oo

)

qui donne un équivalent de la factorielle.

1. Montrer que la suite de terme général

vnn'e "

a, =
n!

converge vers une limite L non nulle.
Indication : Poser u,, =1n a,, puis considérer la série (v,;) de terme général u,,1—uy.
1 n,—n

2. En déduire que n! ~ {+/nn"e
n—+oo

3. L’objet de la suite du probléme est de calculer L. Pour ce faire, on considére, pour n

entier naturel, I’intégrale (dite de Wallis) définie par :

I

W, =f2 sin” (1) dt
0

(a) Montrer que
L

2
VYneN, W":f cos” tdt.
0

(b) Calculer Wy et Wj.
(c¢) Montrer que

n+1
VREN, Wy = ——W,
n+2
(d) En déduire, pour tout n e N :
W = _2mt _22M(nh?
T 92m ()2 2 ST T

(e) Montrer que (Wy,) est décroissante et positive. En déduire que (W) est convergente.
(f) En déduire que pour tout n e N :

lswm—l < Wp, ]
Wn+2 Wn+2

(g) Montrer que W, oo Wit
(h) Etablir que pour tout n € N,

T
n—+oo \| 21"

(i) En déduire que : W,, ~
4. En calculant, pour n € N*, % et en faisant apparaitre W, calculer L et en déduire la

n

T
(n+ )Wy Wy = E

formule de Stirling.

Exercice 2.2.27 71 %% Mines PC 2003
Quelle est la nature de la série de terme général u, = f,"*°e~"*arctan xdx.



Exercice 2.2.28 3 % % Centrale MP
Pour o> 1, on pose
% 1 +2°:° 1
n=1"" N

L selon la valeur du réel o.
X PC 2017

alnnota>0

Etudier la nature de la série Zn>1
Exercice 2.2.29 ***

Soi (ay) une suite réelle. On supose que a, =
n—+oo
1. Montrer que la série de terme général e~ converge si o > 1 et diverge si a < 1.

2. Peut-on conclure quanda =17
Exercice 2.2.30 0. 0.8, ¢ X PC 2017
FEtudier Ia nature de la série de terme général

n(nz+1)
VneN*, wu,=-—o8 .
" v+ D
Exercice 2.2.31 ) & ® ¢ X PC 2016

Soit (a,) une suite croissante de réels strictements positifs. On suppose que (a,) diverge vers

+oo. Quelle est la nature de la série de terme général “»="»=1 ?
Exercice 2.2.32 0. 0.0, X PC 2016

Soit (u,) une suite de réels positifs. On suppose que :

2n 12
Z leS—Zuk

k=n+1 Nz

VneN*,

Montrer que la série de terme général u, converge.
Exercice 2.2.33 *

On considere la suite réelle (uy,) définie pour tout n € N* par :

n (_1)k—1
Uy = 1+ .
" ,ﬂ( vk )

u, >0.
<In(k+1)-In(k) < 1.

n
1
3. On pose, pour tout ne N*, H,, = Z p et a, =H, -In(n).
k=1
ap > 0.

1. Justifier que : Vn e N*,
2. Montrer que : Yk=1, 5

(a) Montrerque :Vn=1,
(b) Montrer que la suite (a;) converge vers un réel y € [0,1].
4. (a) Montrer I’égalité :
n (- l)k—l

In(u,) =

ol Z wy. est une série convergente.
k=1

—

\S)

n
-—-H, + Z Wi
k=1

(b) Déterminer lim u,,. Quelle est la nature de la série Z Up.
n=1
5. Pour a >0, on considere la suite (v,) définie par

n _1 k-1
vn=H(1+( k)"‘ )

k=1

Montrer que cette suite admet une limite finie V, puis que V = 0 si et seulement si & < %

Exercice 2.2.34 * C.C.P.-PC. 2014
Soit (uy) la suite définie par up =1 et Uy = §n+5 uy, pour tout n € N.

1. Etudier la convergence de la suite (1,).

2. On pose v, = (%1)3/2”;—;1. Déterminer a >0 tel que
| _a 1
n(vy) = = +o(;).

3. La série ) In(v,) est-elle convergente ?
4. Montrer qu’il existe C > 0 tel que u, ~ #
5. La série ). uy est-elle convergente ?

§
Exercice 2.2.35 * X PC 2017
Indiquer la nature des séries :
1 1
— et —
nzZlnn n>2 (Inn)™"

Exercice 2.2.36 * Mines PC 2017
Soit (up)p € (Ri)N une suite réelle strictement positive. On suppose qu’il existe « € R tel que

u o 1
e, g (L)
Un n n—+ool\n
On pose aussi pour tout n €N, by, =In (n®uy) et a, = by — by.

1. Quelle est la nature de la série Z an?
n=0

A

2. Montrer que u, ~ & avec A>0 a déterminer.
n—+oo

2

1+

+00

3. Pour neN, on pose 1, = [, dt. Trouver une relation de récurrence entre 1,

etIn+1.

4. Trouver un équivalent de 1,,.
Exercice 2.2.37 ). 6.8 ¢ Centrale, X — P.C. 2014

. . "y _ 1
1. Justifier la convergence de la séries de terme général un = grpEnTs -
2. Exprimer la somme de cette série a I’aide d’une intégrale.

$.55



2.3 Comparaison série-intégrale

Exercice 2.3.1 * Constante d’Euler
Montrer qu’il existe un réel y (appelé constante d’Euler) tel que

n
1
H, = ZE=IHH+Y+0(1)
k=1

Exercice 2.3.2 *
Etudier Ia nature de Ia série 3
Exercice 2.3.3 *

Etudier Ia nature de la série de Bertrand : ¥
n®(Inn)

ouf>0.
n(ln n)P
Série de Bertrand

5 oua,p eR.

Exercice 2.3.4

Zz . o . z 2 ]'
Etudier la nature de la série de terme général u,, =

nlnn(n(n n))z'

Exercice 2.3.51"" % Equivalent du reste de Ia série de Riemann

no1 nl—a
1. Montrer que si 0 < a < 1 alors Z — ~ .
kzlk(x n—+oo ] —

2. Déterminer un encadrement puis un équivalent du reste d’ordre n de la série de Rie-

1
manny ;> pr poura > 1.

3. Application : donner la nature de la série de terme général u, = io — puis celle de
so0 1 k=n+1
la série de terme général v, = Z "
k=n+1
Exercice 2.3.6 "7 %% Mines-Pont PC

Indiquer la nature de }_ u,, si

1 ) 1
u, = arccos| — | —arccos
" ( vn vVn+1
sans utiliser un télescopage.
Exercice 2.3.777 % CCP MP
1. On considere la série de terme général u, = gounz2etaeR.
n(nn)

(a) Cas

En utilisant une minoration trés simple de u,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas

Etudier la nature de la série.

Indication : On pourra utiliser la fonction f définie par f(x) =

o

e—|1+— en

2. Déterminer la nature de la série Z —nz

n=3  (In(n?+n))
Exercice 2.3.8 * Centrale PC 2001

Quelle est la nature de la série de terme général

_ V1i+V2+...+yn

na

Un

ouacR.
Exercice 2.3.9 * %
Quelle est la nature de la série de terme général

a*f 1
Up=n —
k=n k?
ouacR.
Exercice 2.3.10 * CCP 2011
Pour n =2, on pose :
n
up =Y In*k.
k=2

1. Montrer que }_,>» u, diverge.
2. Montrer que :

n n+1
f In? tdr < unsf In? ¢ds.
1 2

3. Calculer [{'In?tdt et en déduire que :

—+00

n
f In®¢tdt ~ nin®n.
1 n

4. Donner un équivalent de ui quand n — +oco.
n

5. Quelle est la nature de la série Y. uin ?
Exercice 2.3.11 *
Pour a > 1 on pose
+o0o 1
Clo) = Z —
n=1"

Déterminer la limite de (a—1){(«) quand « tend vers 1*
Exercice 2.3.12 *

En exploitant une comparaison avec des intégrales, établir :

x(nx)®”



1. Y Vk~3nyn 2. In(nY) ~ninn 3. X7, mog ~In(nn)

Exercice 2.3.13 ) 0.0 ¢ Centrale MP
Soit a>0, b>0 et pour n e N*,

n n
An=1Y (a+bk),B, =[] (a+bk)!'"
k=1 k=1

Trouverlimy_. o0 E_Z en fonction de e.
Exercice 2.3.14 * Mines MP
Nature de la série de terme général

n®

2
7,k

ol « est réel.
Exercice 2.3.15 *
Soit a € R*. On pose, pour n € N*

Mines MP

1
£,k

Un

Nature de la série de terme général u,, ?

Exercice 2.3.16 ) & ® ¢ Mines PC 2017
2n-1
Dét ) squivalent d. .
éterminer un équivalent de kgl Tl

2.4 Critere de d’Alembert

Exercice 2.4.1 *

. n!
Nature de la série ), —.

n
Exercice 2.4.21"7 %
2n)
Nature de la série Y Zn” )

Exercice 2.4.3 ) & ¢

[04

n
Nature de la série Y. outa>0etaeR.
A+a)1+a?)...A+a"
Exercice 2.4.4 *
Nature de la série ) u, ou
1 . .
on S1 n est pair
Uy =

— i nest impair
n

Exercice 2.4.5 ). & . ¢ Régle de Cauchy
On consideére une série a termes positifs ) u,. On suppose que

Vlu l

n—+oo
En utilisant une série géométrique, montrer la régle de Cauchy :
1. Si0<<1, alors ) uy converge.

2. Sil>1, alors Y u, diverge.

Exercice 2.4.6 * Régle de Raabe-Duhamel, preuve avec le critére de com-
paraison logarithmique
Soit une série Y u, a termes strictement positifs. On suppose que :

Un+1 x

—=1-—+ o0 (1/n)
Upn n n—+oo

1. Sia <1, montrer que la série Y u, diverge.

2. Sia>1, montrer que la série Y u, converge.

On utilisera le théoréme de comparaison logarithmique avec une série de Riemann. Ce résultat
s’appelle la regle de Raabe-Duhamel qui est hors-programme mais qu’il faut savoir retrouver.

2.5 Quotient terme sur somme

Exercice 2.5.1 * Mines MP
Soit (u,) une suite réelle strictement positive et convergeant vers 0. On pose

Un+1

n
avec S, = Z U.
Sn k=0

Un=

Montrer que les séries }_ u, et v, ont méme nature.

Indication 2.0 : On pourra montrer que vy, e In(S;+1) —In(S,)
Exercice 2.5.2 ) 6 ® ¢ X MP

Soit (up) n=1 une suite de réels strictement positifs.

On pose, pour n e N*,v,, = ;’—"1’ ouS; = uj +---+ uy,. Déterminer la nature de }_ v,,.
Exercice 2.5.3 * CCP MP, Mines PC 2017

Soit (ay,) une suite de réels strictement positifs et S, = ZZ:O ay.
1. On suppose que la série }_ a,, converge, donner la nature de Y a,/S,,.

2. On suppose que la série }_ a, diverge, montrer

En déduire la nature de Y an/Sfl.

3. On suppose toujours la divergence de la série Y a,. Quelle est la nature de " a, /S, ?



2.6 Série dont le terme est défini par récurrence Exercice 2.6.6 "% Jsk% [0 X PC 2017

Soit (ay) la suite définie par :
Exercice 2.6.1 Y%

Soit (u,) la suite définie par ug € [0,7t] et pour tout n € N, {do =1

ans1 =In(e% —a,) sineN
Up+1 =1—cosuy

1. Montrer que cette suite est bien définie.
Montrer que uy, —= 0 et déterminer la nature de la série de terme général u,,.
n—+oo

Exercice 2.6.2 . 0. 0.¢
Soit (uy,) la suite définie par uy > 0 et pour tout n€ N,

2. Montrer que la série de terme général a,, est convergente et calculer sa somme.

Exercice 2.6.7 % % X-PC. 2012
Soit f: R — R} une fonction de classe &' vérifiant f(0) =1 et f'(x) <0 pour tout x € R. On

lpet = \/m définit une suite (a,) par
ag = 1
Montrer que (u,) converge vers un réel {. {an+1 =apfla,) sineN.
Quelle est la nature de la série de terme général u,, —€? < . L .
. 1. Déterminer la limite éventuelle de la suite (ay).
Exercice 2.6.3 Y% o o
Soit (x,) la suite de nombres réels donnée par : 2. Nature de la série de terme général ay ?
Exercice 2.6.8 * X-ESPCI 2018
X0 =1 Soit (uy) la suite définie par :
Xp+1 =Iln(e*—x,) si neN’ .
U € R+
1. Montrer que (x;) est bien définie. {Vn €N, Uy =upye ¥n’
2. Montrer que la série n%"wxn converge et calculer sa somme. 1. Montrer que (1) est convergente:
Exercice 2.6.4 1 %% Centrale PC 2017 2. Calculer sa limite.
Soit (ay) la suite définie par : 3. Quelle est la nature de Z Uy ?
n=0
ao -1 Exercice 2.6.9 2. . 0.¢
1 & ar Soit f € €' (R,R) telle que f >0, f' <0, f(0) = 1. Soit (x,) x>0 une suite définie par xy € R**
a = ———sineN’ =
n+1 nt 1 n—k+2 1 et, pour n €N, xp4+1 = X f(xn).

a) Etudier la suite (xp,).

N a b) Déterminer la nature de la série de terme général x,.
Montrer que la série Z — est convergente et calculer sa somme.
2

n=2
Exercice 2.6.5 ) S o ¢ X PC 2016

Soit (ay) la suite définie par : 2.7 Critere spécial

Exercice 2.7.1 *
{ do =1 ) Pour chacune des séries suivantes, justifier la convergence et, S désignant la somme de la série,
An+1 =2ains2) Sin€N,n =2 préciser pour les trois premiéres n tel que |S, —S| < 1072, En déduire un encadrement de S a
1072 pres.

1. Montrer que cette suite est bien définie.

2. Montrer que la série de terme général aiz est convergente et calculer sa somme.
n



(_1)71 -1 n+1 — (=n"
L u,= , 3. un=( ) , 5. Un Vn+1’
n+2 vn
(=" n
= — _ =" — =D
2. un 2n3+1° 4 un =T 6 un—ln(1+ ”+1)
Exercice 2.7.2 *
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
1. unzcos(n n2+n+1) 3. unzcos(nznln(l—%)) 5. ”nz\/ﬁ(+)_n1)n-
n (_1)n
. 4, =D 6. u =ln(1+7
2. up =sin(nn+ 1) U= e " Vnn+1)

Exercice 2.7.3170 %
Etudier la convergence et la convergence absolue des séries de terme général :

D"

Up =

. Up =sin(n n2+an+2),
’
ninn

Inn

nn+mn/2 sin
_ n Up = f
2. up=(-1) e

d dt, aveca>0
, avi
nmn 1+ n«
P(n
ty = (-1

1"
_ (=1 Q)

Up=—"—"=>
" 4 (=) P

+ ﬂ)
Vn+l  nj)’

Exercice 2.7.4 *

Etudier la convergence de Y (-1)"x" pour x]-1,1][.
Exercice 2.7.5 *

Montrer que

P et Q deux poly-
a#p, Q poty

nomes,
(=D"

— up = cos (nn®In (24)).

4. uy =ln(1+

+00 (-1)"gn

n=0 @n)!

est un réel négatif.
Exercice 2.7.6 *
Soit o € R. Déterminer la nature de la série de terme général

1 1
Uy = (—1)”n°‘(— —sin—).
n n

Exercice 2.7.7 770 3 TPE PSI 2016
Soit o > 0. Etudier la nature de la série de terme général

(="

Exercice 2.7.8 *

On rappelle la convergence de I'intégrale de Dirichlet

*O0 sint
1:[ PP
0 t

En observant que

Intégrale de Dirichlet

too T sint
I= -1" ds,
,;) =1 0 nm+t
déterminer le signe de 1.
Exercice 2.7.9 * Oral Mines-Pont PC

Nature de la série de terme général u,, = cos|nvVn? +n+ n1/3).

Exercice 2.7.10 *

1. Montrer que la série harmonique alternée ).

que

Important : a retrouver par vous-méme

n

Donner une majoration du reste R,, de cette série.

+00 (_ 1) n
2. Calculer .
n=02n+1
Exercice 2.7.11 * Mines 2013
Etudier Ia nature de la série de terme général
n (_ 1) k
up=1In (tan ( >
—o2k+1
Exercice 2.7.12 *
Etudier la nature de la série de terme général
- 1 to© (- 1)k
"Tn P
Exercice 2.7.131777 sk Centrale PSI
On pose
n (_l)k-v-l
Sp= et
k=1 K

)

est semi-convergente, et montrer

u, =In(e’ —1).

1. Enoncer le théoréme des séries spéciales alternées, en faire la preuve.

2. Prouver que les suites (Sy) =1 et (Up)n=1 convergent.

3. Etudier la nature de 3 u,.



Exercice 2.7.14 *
Soit x € R. Quelle est la nature de la série de terme général u, = sin (n n?+ xz) ?

Exercice 2.7.15 * C.C.P.-P.C. 2014
Soit f: R* — R décroissante, a valeurs positives de classe €' sur R*. On suppose que f a une
limite nulle en +oo et que ' est croissante. On définit

+00
un= Y (=DPf(p).
p=n+1

VnenN,

1. Vérifier que (u,) est bien définie.
2. On pose ap = f(p) - f(p+1) pour tout p € N*. Montrer que

+00
Y (-DPap=2u, - (-D"" f(n+1).

p=n+1

VneN,

3. Montrer que que (ap)pen+ st décroissante.
4. Soit n € N. Montrer que :

+00
2 (=D’ay

p=n+1

<f(n+1)—f(n+2).

5. En déduire que }_ u, est convergente.
1
; .

1 x"
0 10 dx pourneN.

6. On suppose dorénavant que f: x —

(a) Montrer que u, = (-1)"*!
+00
(b) En déduire Y. uy,.

n=0
Exercice2.7.16""" % % Mines-Pont - P.C. 2014, X - P.C. 2007-2009

Soit p € N*. Nature de la série de terme général

vneN, u, =sin” (n'ne).

Y
(&

%
W
(&

%
W

\¢
A%

Exercice 2.7.17 % % % X-PC. 2014
Nature de la série de terme général u, = sin(nv'1+ n?).

XY
e

S
N

\¢
A%

2.8 Suites et séries

Exercice 2.8.1 * Constante d’Euler
On considére la suite (4,) ,en+ de terme général

n

1
up=y —-Inn.
k=1P

1. Montrer que la suite (u,) converge en passant par une série.

2. Montrer que la suite (u,) converge en utilisant une méthode élémentaire. La limite de
cette suite est notée y et est appelée constante d’Euler.

3. Trouver une valeur approchée de y grice a votre calculatrice.

4. La convergence de la suite (u,) vers y est-elle rapide ? (On pourra montrer que Y —
L
u”}rﬁ+a>2"J
Exercice 2.8.2 *
Démontrer la convergence de la suite de terme général

1 1 1
Up=—+—+...+—-2vn.
"TVivz Vi v
Exercice 2.8.3 *
Etudier Ia convergence de la suite de terme général

+00 1
Up = .
" KD

Exercice 2.8.4 ) 0.0 ¢
Etudier, a I’aide d’une série, la nature des suites de terme général u,, suivantes :

n
1 . .
1. up,= Z - —Inn (on note y sa limite) ;

k=1
" Ink 1
2. u, = Zn———(lnn)z;
k=1 k 2
o1
3 up=) kil alnn (En cas de convergence, exprimer la limite a I’aide de y).
k=1

Exercice 2.8.5 *
Calculer la limite de

Exercice 2.8.6""" %
On pose

1. Montrer que la suite (a,) converge et trouver sa limite A.

2. Trouver un équivalent simple de a, — A.

Exercice 2.8.7 *

Pour tout n € N, soit
2n)!

Uy, =
n (2"11!)2




1. Déterminer un équivalent de Exercice 2.10.2 ). 0.9 ¢
- -n"
0ty =Inuy, On considére la série ¥ ;5 ( +)1 )
. n
En déduire que un — 0. 1. Convergence de cette série ?

2. En s’inspirant de ce qui précéde, établir que v/nu, — C > 0 (on ne cherchera pas
expliciter la valeur de C).
Exercice 2.8.81" Y% % X MP
Soit (uy,) une suite complexe telle que pour tout p € N*, uy, — u, — 0. Peut-on affirmer que ia
suite (u,) converge ?

2. Montrer que le produit de Cauchy de cette série par elle-méme est une série conver-
gente.

Exercice 2.10.31771 %
Soit z € C. Montrer que

z\n 2
Exercice 2.8.9 5 k4 [ X MP 1+3) e
FEtudier Ia limite quand n — +oo de Exercice 2.10.4 *
i ( k )’1 Indiquer la nature et éventuellement la somme de la série de terme général
k=1"" n 1
n =Y.

k=1
2.9 Calculs de somme de séries Exercice 2.10.5 W8

Exercice 2.9.1 VO & ¢ Centrale PC 2005 1. Prouver la convergence et calculer la somme de la série de terme général
Soit a € Ry \ {1}. On pose

n
n 1
a2 wp=) 5.
Up = ———F——. " p;pz(n—p)!
H,’;zo(az + 1)
2. Faire de méme avec la série de terme général
1. Discuter suivant la valeur de a la nature de Y u,.
n-1
2. Lorsque la série converge, calculer sa somme. wy = Z %
Indication 2.0 : Montrer que u, = a,-1 —a, ou (a,) est une suite a déterminer. p=1P~(n=P)
Exercice 2.9.2 * Mines 2007 +00 2
()" en admettant que Z — =
1. Etudier la convergence et calculer la somme de Z en remarquant que anﬂ = n=1" 6
X n=02n+1 Exercice 2.10.6 "1 %
2n -1
fo =de. On considere les suites (ay) et (b,) données par ag = by =0etVn=1, a, = b, = (\/l .
" . =n" n
2. Méme question avec Z a1 Montrer que }_ a; et }_ b, sont convergentes mais que leur produit de Cauchy est une série
=0 divergente.
2.10 Produit de Cauchy de deux séries 2.11 Formule de Stirling
Exercice 2.10.1 ‘(A: H" Exercice 2.11.1 *
On consideére la série ) ;>0 ——. Trouver un équivalent de
vn+1 n
1. Etudier sa convergence et sa convergence absolue. ( n )
2. Soient a < b. Majorer simplement (x — a)(b — x) pour x € [a, b]. Un = 2n2n-1)

3. Montrer que le produit de Cauchy de cette série par elle-méme est une série divergente. Peut-on retrouver ce résultat a 1’aide du critére de d’Alembert.

11



Exercice 2.11.2 * 3. En remarquant de cos(nf) = S, —S,_1, étudier la convergence de la série de terme

4 - ecm! . . . n! 4né
Etudier la limite de —  ainsi que la convergence de la série ¥ ,>1 —-. général -
7! n
Exercice 2.11.3 * Uy = — cos(n0)
4 . . (3m)!
* z z .z _ . 3 )
Etudier suivant les valeurs de a € R} la nature de la série de terme général u, = pRTTETER 4. En utilisant |cos(k®)| = cos?(k0), étudier la convergence de ¥ | uy.

2.12 Transformation d’Abel

Exercice 2.12.1 * Transformation d’Abel
Soient (a,) une suite positive décroissante de limite nulle et (S,) une suite bornée.

1. Montrer que la série }_ (a, — an+1)S, est convergente.

2. En déduire que la série Y an (S, —Sy,-1) est convergente.

3. FEtablir que pour tout x € R\2nZ, la série ¥, <X et convergente.

n
Exercice 2.12.2 *
Pour n € N*, on pose

n n ink
Z,=) sink et Snzzﬂ.
k=1 =1
1. Montrer que (£,) 1 est bornée.
2. En déduire que (S,)>1 converge.
Exercice 2.12.3 * ENSTIM
Soit 0 € R non multiple de 2n. On pose
L cos(n0)
Sp=) cos(kB) et u,=
k=0 n

1. Montrer que la suite (S;) ,en est bornée.
2. Enobservant que cos(n@) =S,,—S,_1, établir que la série de terme général u,, converge.

3. En exploitant I’inégalité |cos x| = cos? x, établir que la série de terme général |u,,| di-
verge.

Exercice 2.12.4 * CCP MP

1. Montrer I’existence, pour 8 € 10, 1t[, d’'un majorant Mg de la valeur absolue de
n
Sn =) cos(kB).
k=1

2. Montrer que x — x—‘/_zl est décroissante sur [2, +o0o].

12
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