Chapitre

Variables aléatoires discretes

9.0.1 Lois de probabilité de variables aléatoires discretes, cas d’un univers (b) 1ang =1a x 1 ;

fini

I Foxercice 9.0.1 HH OO I

On lance deux dés équilibrés a n faces. On note S la somme des deux dés.
i—-1
1. Montrer que pour tout i € [1,n+1], P(S = i) = —-.
n
, . 2n—i+1
2. Pour tout i € [n+2,2n], montrer que P(S = i) = —
n

3. CalculerP(S<n+1).

I Foxercice 9.0.2 HE O I
On considere 4 lettres et 4 enveloppes correspondantes. On met au hasard les 4 lettres dans les

4 enveloppes et on définit une variable aléatoire X égale au nombre de lettres qui atteindront
leur destinataire.

1. Décrire un univers Q adapté a cette expérience.
2. Déterminer X(Q) puis la loi de X et son espérance.

I xercice 9.0.3 8 O Hl Loi de Pascal I
On lance une piece de monnaie dont la probabilité de tomber sur pile vaut p. On note X
la variable aléatoire correspondant au nombre de lancers nécessaire pour obtenir r fois pile.
Quelle est Ia loi de X ?
Indication 9.0 : Si X = k, alors le dernier lancer est un pile, et pour les lancers précédents,
penser a la loi binomiale.
I xercice 9.0.4 8 OO El Un probléme posé par D. Bernoulli I
Soit (Q,9,P) un espace probabilisé fini.

1. Démontrer que si A et B sont deux événements alors :

(@) 1x=1-14;

(©) 1o, =1a+1p—1anB.
2. Démontrer que E(1p) =P(A)

n
3. Soit (Ag)keq1,n) une famille de n événements. Interpréter la variable aléatoire Z 1a,.

k=1
Quel est le nombre moyen d’événements réalisés ?

4. (Probleme posé par Daniel Bernoulli) Parmi les 2n personnes formant n couples, m
personnes décédent. En moyenne, combien de couples ont survécu ?

I F xercice 9.0.5HH OO I
Un sac contient n jetons numérotés de 1 a n (n > 3). On extrait 3 jetons simultanément. On
note X, Y, Z les trois numéros obtenus avec X <Y < Z.

1. DéterminerlaloideY ;

2. Calculer E(Y), E(Y(Y + 1)) et V(Y). Vérifier le résultat dans le cas n = 3.

L. n n(n+1)6n®+9n%+n-1)
Indication 9.0 : Pourtoutn=1,ona Z K=

k=1 30
I F xercice 9.0.6 Hl OO HM 1.oi hypergéométrique I
Une urne contient a boules blanches et b boules noires. On tire une poignée de n boules dans
I'urne (a,beN*, n€ [1,a+ bl). On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de boules
blanches dans la poignée.

1. Déterminer le support de X (on discutera suivantque n=aetnz=b)?

2. Démontrer la formule de Vandermonde :

£l



3. Combien y a-t-il de poignées possibles ? En déduire la loi de X. On pourra noter N =
a+ b le nombre total de boules.

4. Calculer I’espérance de X.
5. Déterminer de méme 1’espérance de X(X — 1) puis la variance de X.

6. Comparer I’espérance et la variance de X a celle d’une loi binomiale de paramétres n
et al(a+ b). Commentaires ?

I xercice 9.0.7 0 OO0 M Allumettes de Banach IR

Banach, qui était fumeur, avait deux boites d’allumettes, I’'une dans la poche gauche, I’autre
dans la poche droite. Chaque fois qu’il allumait sa pipe, il puisait au hasard dans I’'une des
boites. Immanquablement, au bout d’un certain temps, I’'une des boites était vide alors que
I’autre pouvait encore contenir quelques allumettes. Combien d’allumettes ?

On suppose que les deux boites sont changées simultanément et qu’elles contiennent initiale-
ment le méme nombre N d’allumettes.

On définit la variable aléatoire XN comme étant le nombre d’allumettes présentes dans une
boite lorsque I’on se rend compte que I’autre est vide.

1. Déterminer un univers Q adapté a cette expérience. On utilisera des mots écrits avec
des « G» et des « D ». Y a-t-il équiprobabilité sur Q ? Quelle est la probabilité d’un
événement donné ?

2. Quel est Ie support de Xy ? Déterminer la loi de Xy ?

3. Pour tout k € [0,N], calculer PXN = k+ 1)/P(Xn = k) et montrer que

@2N-kPXn=k+1)=2(N-kPXn = k).

4. Sommer cette relation pour k variant de 0 a N. En utilisant la formule de transfert,
calculer EXy).

5. Donner la loi et I’espérance de YN égal au nombre d’allumettes présentes dans une
boite lorsque Banach utilise la derniere allumette de I’autre.

Quel est, en moyenne, le nombre d’allumettes restantes, dans I’autre boite (deux interpréta-
tions) :

(1) lorsqu’on prend la derniére allumette d’une boite ?

(2) lorsqu’on veut prendre une allumette et que I’on se rend compte que la boite que I’on vient
d’ouvrir est vide ?

I xercice 9.0.SHl © B 1.oi d’un dé truqué I

On considére un dé cubique truqué, de telle sorte que la probabilité d’obtenir la face numérotée
k est proportionnelle a k (on suppose que les faces sont numérotées de 1 a6). Soit X la variable
aléatoire associée au lancer de ce dé.

1. Déterminer la loi de X, calculer son espérance.

2. On poseY =1/X. Déterminer la loi de Y, et son espérance.

N xercice 9.0.9HH © Hl Garagiste I

Un garagiste dispose de deux voitures de location. Chacune est utilisable en moyenne 4 jours
sur 5. Il loue les voitures avec une marge brute de 300 euros par jour et par voiture. On consi-
dére X la variable aléatoire égale au nombre de clients se présentant chaque jour pour louer
une voiture. On suppose que X(Q) = {0,1,2,3} avec

PX=0=01PX=1=03PX=2)=0,4PX=3)=
1. On note Z le nombre de voitures disponibles par jour. Déterminer la loi de Z. On pourra
considérer dans la suite que X et Y sont indépendantes.

2. On noteY la variable aléatoire : "
loideY.

nombre de clients satisfaits par jour". Déterminer la

3. Calculer la marge brute moyenne par jour.

I xercice 9.0.10 8 © Wl Vaches laitiéres I
Les vaches laitiéres sont atteintes par une maladie M avec la probabilité p = 0,15. Pour dépister
la maladie M dans une étable de de n vaches, on fait procéder a une analyse de lait. Deux
meéthodes sont possibles :
Premiére méthode : On fait une analyse sur un échantillon de lait de chaque vache.
Deuxiéme méthode : On effectue d’abord une analyse sur un échantillon de lait provenant
du mélange des n vaches. Si le résultat est positif, on effectue une nouvelle analyse,
cette fois pour chaque vache.
On voudrait connaitre la méthode la plus économique (=celle qui nécessite en moyenne le
moins d’analyse). Pour cela, on note X, la variable aléatoire du nombre d’analyses réalisées

o X
dans la deuxieme étape. On pose Y, = =*.

1. Déterminer la loi de Y, et montrer que son espérance vaut : 1+ % —(0.85)".
2. Etudier Ia fonction f(x) = ax+Inx, pour a =1n(0,85). Donner la liste des entiers n tels
que f(n) >0.
3. Montrer que f(n) >0 équivaut a E(Y,) < 1. En déduire la réponse (en fonction de n) a
la question posée).
N xercice 9.0.11 HH O I
Un sac contient n jetons numérotés, n = 3.

1. On en tire trois au hasard sans remise. On désigne par X le numéro du troisiéme jeton
tiré. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. On désigne maintenant par Y la valeur du jeton intermédiaire aux deux autres. Déter-
miner la loi de probabilité de Y.

3. Donner I’espérance et la variance de ces deux lois.

I F xercice 9.0.12 HE © I
On tire 9 cartes dans un jeu de 52 cartes. On note X le nombre de carrés obtenus. Quelle est la
loideX?



I xercice 9.0.13 1 © Hl 1.oi de Zipf I
On rappelle (voir exercice pagel?) que la fonction zéta de Riemann associe a tout a €

+00 1

11,400[, la somme de la série de Riemann convergente {(a) = Z —. On définit alors une
n=11

probabilité P, sur N* en posant :

VneN*, P,({n})=

L(a)n®
et on se donne une variables aléatoire X a valeurs dans N* de loi cette probabilité. Cette pro-
babilité est appelée loi de Zipf de parametre a.

1. Soit k€ N. On note Ay, I’événement « k divise X ». Calculer P(Ay).
2. Montrer que si i et j sont premiers entre eux alors A; et A sont indépendants.

3. Montrer que la probabilité qu’aucun carré ne divise X est 1/{(25s).

I xercice 9.0.14 1 O Hl Oral CCP MP 2015 I

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’une boite formée de trois compartiments
identiques également numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément les n boules .

Elles viennent se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui a chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre
de compartiments restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.
2. (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).

(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.
3. (a) Calculer E(X).

(b) Déterminer nl_im)gE(X). Interpréter ce résultat.

I Foxercice 9.0.15 T O I

On tire 9 cartes dans un jeu de 52 cartes. On note X le nombre de carrés obtenus. Quelle est la
loideX?

I xercice 9.0.16 HE O I

Un loueur de voiture propose deux voitures utilisables en moyenne 4 jours sur 5. 1l loue ces
voitures avec une marge brut de 50e par jour et par voiture. On considere X la variable aléatoire
égale au nombre de clients se présentant chaque jour. On suppose que ce nombre de clients est
compris entre 0 et 3 et que :

PX=0)=0.1, PX=1)=0.3, PX=2)=04, PX=3)=0.2.

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y comptant le nombre de clients satisfaits par
Jjour.

2. Calculer la marge brute par jour.

9.0.2 Lois usuelles

I Foxercice 9.0.17 HH © I
Pour chaque question, reconnaitre la loi de X et préciser les paramétres.

1. On lance un dé équilibré a 6 faces et on note X la variable aléatoire égale au numéro
obtenu.

2. Une urne contient 12 boules : 6 vertes, 4 rouges et 2 noires. On tire au hasard succes-
sivement et avec remise 8 boules et on note X la variable aléatoire égale au nombre de
boules rouges obtenues.

3. Une urne contient 12 boules : 6 vertes, 4 rouges et 2 noires. On effectue des tirages suc-
cessifs et avec remise jusqu’a obtenir une boule rouge et on note X la variable aléatoire
égale au nombre de tirages effectués.

4. Onrange au hasard 10 boules dans 3 sacs de fagon équiprobable et on note X le nombre
de boules mises dans le premier sac.

5. Les 32 cartes d’un jeu sont alignées, faces cachées, sur une table de facon aléatoire. On
découvre les cartes, de gauche a droite jusqu’a obtenir la dame de cceur et on note X la
variable aléatoire égale au nombre de cartes découvertes.

6. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n (n € N*). On les tire au hasard un a un
sans remise jusqu’a obtenir le jeton 1 et on note X le nombre de tirages effectués.

7. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n (n € N*). On les tire au hasard un a un
avec remise jusqu’a obtenir le jeton 1 et on note X le nombre de tirages effectués.

8. On pose n questions a un éleve. Pour chaque question, r réponses sont proposées dont
une et une seule est correcte. L’éleéve répond au hasard a chaque question et on note X
la variable aléatoire égale au nombre de bonnes réponses.

I Foxercice 9.0.18 HE © I
Pour chaque question, reconnaitre la loi de X, en préciser les parametres et donner E(X) et
V(X).

1. X prend ses valeurs dans N et pour tout n € N :
2
PX=n+1)=——PX=n).
n+1

2. X prend ses valeurs dans N* et pour tout n € N* :
IPX=n+2)=4PX=n+1)-PX=n).

I Fxercice 9.0.19 1 © I

1. Montrer que pour n>1, Y21 (1) = (2).

2. Une urne contient n boules blanches et n boules noires. On tire les boules une a une
sans remise. Soit X le rang de sortie de la derniére boule noire. Déterminer la loi de X
ainsi que son espérance



I xercice 9.0.20 HE O I
Un Iaboratoire se propose d’analyser le sang d’une population de n individus afin de déceler la
présence d’un virus. La probabilité d’étre infecté par ce dernier est de p. La probabilité d’étre
infecté est indépendante de la probabilité qu’une autre personne soit infectée.
Le laboratoire dispose pour cela de deux protocoles :
Protocole 1 : On analyse le sang des n individus.
Protocole 2 : On regroupe les individus par groupe de k (avec k qui divise n). On ras-
semble la collecte de sang des individus d’un méme groupe et on teste I’échantillon. Si
le résultat est positif, on analyse alors le sang de chacun des individus du groupe.

1. Préciser la loi de la variable aléatoire X égale au nombre de groupe positifs.

2. SoitY la variable aléatoire déterminant le nombre d’analyses effectuées dans le second
protocole. Calculer I’espérance de Y en fonction de n, k et p.

3. Comparer les deux protocoles pour n = 1000, k =10 et p = 0.01.

I Foxercice 9.0.21 HE O I

Une entreprise pharmaceutique décide de faire des économies sur les tarifs d’affranchisse-
ments des courriers publicitaires a envoyer aux clients. Pour cela, elle décide d’affranchir, au
hasard, une proportion de 3 lettres sur 5 au tarif urgent, les autres au tarif normal.

1. Quatre lettres sont envoyées dans un cabinet médical de quatre médecins : quelle est la
probabilité des événements :
A : «Au moins I’un d’entre eux recoit une lettre au tarif urgent».
B : «Exactement 2 médecins sur les quatre recoivent une lettre au tarif urgent».

2. Soit X la variable aléatoire : «<nombre de lettres affranchies au tarif urgent parmi 10
lettres» : Quelle est la loi de probabilité de X, quelle est son espérance, quelle est sa
variance ?

I F xercice 9.0.22 1 O I

Dans une poste d’un petit village, on remarque qu’entre 10 heures et 11 heures, la probabilité
pour que deux personnes entrent durant la méme minute est considérée comme nulle et que
I’arrivée des personnes est indépendante de la minute considérée. On a observé que la proba-
bilité pour qu’une personne se présente entre la minute n et la minute n+1 est : p =0.1. On

veut calculer la probabilité pour que : 3,4,5,6,7,8... personnes se présentent au guichet entre
10h et 11h.

1. Définir une variable aléatoire adaptée, puis répondre au probléme considéré.

2. Quelle est la probabilité pour que au moins 10 personnes se présentent au guichet entre
10het11h?

I Foxercice 9.0.23 1 O I
Un industriel doit vérifier I’état de marche de ses machines et en remplacer certaines le cas
échéant. D’apres des statistiques précédentes, il évalue a 30% la probabilité pour une machine
de tomber en panne en 5 ans ; parmi ces derniéres, la probabilité de devenir hors d’usage suite
a une panne plus grave est évaluée a 75%; cette probabilité est de 40% pour une machine
n’ayant jamais eu de panne.

1. Quelle est la probabilité pour une machine donnée de plus de cinq ans d’étre hors
d’usage?

2. Quelle est la probabilité pour une machine hors d’usage de n’avoir jamais eu de panne
auparavant ?

3. Soit X Ia variable aléatoire «nombre de machines qui tombent en panne au bout de
5 ans, parmi 10 machines choisies au hasard». Quelle est la loi de probabilité de X,
(on donnera le type de loi et les formules de calcul), son espérance, sa variance et son
écart-type ?

4. Calculer P[X = 5].

I I xercice 9.0.24 1l © I

Un candidat se présente a un concours o, cette fois, les 20 questions sont données sous forme
de QCM. A chaque question, sont proposées 4 réponses, une seule étant exacte. L’examinateur
fait le compte des réponses exactes données par les candidats. Certains candidats répondent au
hasard a chaque question ; pour ceux-la, définir une variable aléatoire associée a ce probléme
et donner sa loi de probabilité, son espérance.

I I xercice 9.0.25 HH © I

On considére une urne contenant une boule rouge, deux boules noires et trois boules jaunes.
On effectue des tirage successifs jusqu’a ce qu’il ne reste plus dans I’'urne que des boules de
deux couleurs différentes.

On note X la variable aléatoire « nombre de tirages effectués ».

Déterminer la loi de X puis calculer son espérance et sa variance.

I F xercice 9.0.26 Hl © El Paradoxe du chevalier de Méré I
Comparer les probabilités des deux événements « obtenir au moins un as avec 6 dés » et « ob-
tenir au moins deux as avec 12 dés ».

I F xercice 9.0.27 1 O Il Avion I

A et B sont deux avions ayant respectivement 4 et 2 moteurs. Les moteurs sont supposés indé-
pendants les uns des autres, et ils ont une probabilité p de tomber en panne. Chaque avion ar-
rive a destination si moins de la moitié de ses moteurs tombe en panne. Quel avion choisissez-
vous ? (on discutera en fonction de p).

Indication 9.0 : Noter X la variable aléatoire du nombre de moteurs de A qui tombent en
panne, etY la variable aléatoire du nombre de moteurs de B qui tombent en panne. On arrive a
destination siX=0,1 ousi Y =0.

I I xercice 9.0.28 Il © Hl Piéce de monnaie I

On possede une piece de monnaie truquée de telle sorte que la probabilité d’obtenir pile soit
0,3.

1. On lance 10 fois la piéce. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 fois pile ?

2. On lance la piéce jusqu’a ce que I’on obtienne pile pour la premiére fois. Combien
effectuera-t-on en moyenne de lancers ?

I xercice 9.0.29HH0 © Il Oral CCP MP 2015 IR
Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.



1. Un joueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il
perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) Déterminer la loi de'Y, son espérance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que les cinq tirages successifs se font sans remise.
(a) Déterminer la loi de X.
(b) Déterminer la loi de Y.

9.0.3 Lois de probabilité de variables aléatoires discretes, cas d’un univers

dénombrable
I Fxercice 9.0.30 HH O I

On lance un dé parfait une infinité de fois et on considére X la variable aléatoire prenant pour
valeur le rang d’apparition du premier 6. Déterminer la loi de X ainsi que son espérance.

I xercice 9.0.31 HE OO I

On répete le lancer d’un dé équilibré a 12 faces jusqu’a ce que le dé produise un résultat pair
que I’on divise finalement par 2. La variable aléatoire X prend alors la valeur obtenue. Montrer
que X suit la loi uniforme.

I xercice 9.0.321HH © I
Pour une variable aléatoire X telle que X(Q) = Z\ {—1,0}, on pose :

VnezZ\{-1,0}, PX=n)=

2n(n+1)

1. Vérifier qu’on définit ainsi bien une loi de probabilité pour X.

2. La variable aléatoire X est-elle d’espérance finie ?

I Fxercice 9.0.33 1 © I

On considére une variable aléatoire X telle que X(Q) = N* et la suite (up)pen+ définie par
1

IO
1. Vérifier qu’il existe une probabilité P sur (0, 9") telle que pour tout n e N*, P(X =n) =
Uy.

Un

2. Montrer que X n’est pas d’espérance finie.

3. Montrer, sans chercher a la calculer que VX est d’espérance finie.
I xercice 9.0.34 1 O I
On suppose qu’a la roulette d’un Casino, on obtient la couleur noire avec la probabilité 1/2,
la couleur rouge sinon (bref, on ne suppose pas de 0 vert...). Un joueur fortuné joue selon le
protocole suivant :

- il mise initialement 1 brouzouf sur la couleur noire;
- s’il gagne, il arréte de jouer et empoche le double de sa mise.
- s’il perd, il double sa mise et rejoue.

1. On suppose la fortune du joueur infinie.
Montrer que le jeu s’ arréte presque sirement. Déterminer I’espérance de gain du joueur.

2. On suppose toujours la fortune du joueur infinie.
Que se passe-t-il si au lieu de doubler, il décide de tripler sa mise lorsqu’il rejoue ?

3. Lejoueur n’est en fait pas si fortuné qu’il le prétend : il ne posséde que 2" —1 brouzoufs
ce qui I’autorise a ne pouvoir jouer que n parties. Que devient son espérance de gain ?

I Foxercice 9.0.35 1 © I
Une urne contient des boules blanches en proportion b, des boules rouges en proportions r
ainsi que des boules vertes en proportion v. On adonc : 0<b<1,0<r<1,0<v<1et
b+r+v=1.
On effectue des tirages successifs avec remise et on s’arréte au premier changement de couleur.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

1. Déterminer la loi de X.
2. Montrer que X admet une espérance donnée par :

1 1

+ + -2.
1-b 1-r 1-v

EX) =

I I xercice 9.0.36 HE © I

On effectue des tirages successifs dans une urne qui contient initialement une boule noire et
une boule blanche. A chaque tirage, on note la couleur de la boule tirée et on la remet dans
I’urne en ajoutant en plus une boule noire.

On définit la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiére boule noire et la
variable aléatoire Z égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

1. Déterminer la loi deY et la loi de Z.
2. La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

3. La variable aléatoire Z admet-elle une espérance ? Si ouli, la calculer.

I I xercice 9.0.37 I © I
On répete de fagon indépendante une expérience aléatoire au cours de laquelle un événement
A se réalise a chaque fois avec la probabilité p €10, 1].
On note X la variable aléatoire égale au rang de la premiére réalisation de I’événement A et Y
celle égale au rang de sa deuxiéme réalisation.

1. Déterminer la loi de X. Montrer que X admet une espérance et la calculer.

2. Déterminer la loi de Y. Montrer que Y admet une espérance et la calculer.

3. Comparer les espérances de X et de Y. Commenter.



I xercice 9.0.38 1 © Hl Paradoxe de Saint Pétersbourg I

On vous propose le jeu suivant. On lance une piéce de monnaie parfaitement équilibrée jusqu’a
obtenir Face. Si T lancers sont nécessaires, vous gagnez 2" e. Etes-vous prét a parier 1e ? 10e ?
100000e ? Quelle serait une mise « honnéte » selon vous ?

I Fxercice 9.0.39H O HM Le concierge I

Un concierge rentre d’une soirée. Il dispose de n clefs dont une seule ouvre la porte de son
domicile, mais il ne sait plus laquelle.

1. Il essaie les clefs les unes apres les autres en éliminant aprés chaque essai la clef qui
n’a pas convenu. Trouver le nombre moyen d’essais nécessaires pour trouver la bonne
clef.

2. En réalité, la soirée était bien arrosée, et apres chaque essai, le concierge remet la clef
essayée dans le trousseau. Trouver le nombre moyen d’essais nécessaires pour trouver
la bonne clef.

Indication 9.0 : Noter Vi I’événement "la porte n’est pas ouverte apres le k-ieme essai" et
exprimer la probabilité py. que la porte soit ouverte aprées k essais en fonction des P(Vy). Puis
calculer P(V) en utilisant les probabilités conditionnelles.

I F xercice 9.0.40 HE OO I

On suppose qu’a la naissance, la probabilité qu’un nouveau-né soit un garcon est égale a
1/2. On suppose que tous les couples ont des enfants jusqu’a obtenir un garcon. On souhaite
évaluer la proportion de garcons dans une génération de cette population. On note X le nombre
d’enfants d’un couple et P la proportion de garcons.

1. Exprimer P en fonction de X.

2. Donner la loi de la variable aléatoire X.

3. Que vaut E(P) ? Qu’en pensez-vous ?
I xercice 9.0.41 1 OO EM Pile ou face I
On considere une suite de parties indépendantes de pile ou face, la probabilité d’obtenir "pile”
a chaque partie étant égale a p, ou p €]0,1[. Si n = 1, on note T, le numéro de I’épreuve
amenant le n—iéme pile. Enfin, on pose A1 =Ty et A, =T, - T,-1.

1. Quelle est la loi de T} ? Donner la valeur de son espérance.

2. Soit n = 2. Montrer que Ay,...,A, sont des variables aléatoires indépendantes qui
suivent une méme loi.

I Foxercice 9.0.42 1 O I

On dispose d’une piéce déséquilibrée amenant pile avec la probabilité 2/3. On note X le
nombre de lancers nécessaires pour obtenir la premiére fois deux piles consécutifs et pour
tout n € N*, on note a, = P(X = n). On suppose les lancers indépendants.

1. Calculer a1, a, et as.

1

2. Montrerque : Vn=3, ap=j3ap-1+ %dn_g.

+00
3. En déduire la loi de X. Vérifier par le calcul que Z PX=n)=1.

n=1

4. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

I xercice 9.0.43 1 © Hl Deux fois pile I

On joue a pile ou face avec une piéce non équilibrée. A chaque lancer, la probabilité d’obtenir
pile est 2/3, et donc celle d’obtenir face est 1/3. Les lancers sont supposés indépendants, et on
note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir, pour la
premiere fois, deux piles consécutifs. Pour n =1, on note p, la probabilité P(X = n).

1. Expliciter les événements (X = 2), X = 3), X = 4), et déterminer la valeur de p-, p3,
ps.
2. Montrer que I’on a p,, = %pn_g + %pn_l., n=4.
3. En déduire I’expression de p, pour tout n.
4. Rappeler, pour q €] - 1,11, I’expression de Y.+ nq", et calculer alors E(X).
I xercice 9.0.44 1l OO Hl Rangée de spots I
Une rampe verticale de spots nommés de bas en haut Sy, Sy, S3, S4 change d’état de la maniere
suivante :
— alinstant t =0, le spot Sy est allumé.
— si, a 'instant t = n, n =0, le spot Sy est allumé, alors un (et un seul) des spots
Sy, S2, S3, S4 s’allume a I’instant t = n+ 1, et ceci de maniére équiprobable.
— si, a l'instant t = n, n =0, le spot Sy (2 < k <4) est allumé, le spot Sy_; s’allume a
Iinstantt=n=1.
On pourra remarquer qu’a chaque instant, un et un seul spot est allumé. On note X la variable
aléatoire représentant le premier instant (s’il existe) ol le spot S, s’allume.

1. Calculer la probabilité pour que le spot S; reste constamment allumé jusqu’a I’instant
n.

2. Calculer la probabilité des événements (X =1) et (X =2).
3. Calculer la probabilité des événements (X = n), pour n = 3.

4. Déterminer I’espérance de X.

I xercice 9.0.45HE O Il X PC 2016 I

Lors d’une cueillette de champignons, on note N la variable aléatoire représentant le nombre
de champignons cueillis et on suppose que N — Z2(5).

La probabilité qu’un champignon cueilli soit comestible est de 2/3 et ces probabilités sont
indépendantes.

1. Calculer la probabilité que parmi 2 champignons, un seul soit comestible.

2. Calculer la probabilité qu’aucun champignon ne soit comestible.
I I xercice 9.0.46 1 < Il Oral CCP MP 2015 I

k +0o0
On admet, dans cet exercice, que : Vg € N*, Z xk—a convergeetVxe]-1,1[, Z ( )xk_q =
k=g \4 k=g \4
1
(1_x)q+1'
Soit p€0,1[ et r e N*.



On dépose une bactérie dans une enceinte fermée a I’instant t = 0 (le temps est exprimé en
secondes).

On envoie un rayon laser par seconde dans cette enceinte.

Le premier rayon laser est envoyé a I'instant t = 1.

La bactérie a la probabilité p d’étre touchée par le rayon laser.

Les tirs de laser sont indépendants.

La bactérie ne meurt que lorsqu’elle a été touchée r fois par le rayon laser.

Soit X la variable aléatoire égale a la durée de vie de la bactérie.

1. Déterminer la loi de X.

2. Prouver que X admet une espérance et la calculer.

I Foxercice 9.0.47 HE OO0 I

1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.

(a) Montrer que

n n-1
vneN*, Z kPX=k)= PX> k) - nPX> n).

k=0 k=0

(b) On suppose que Y, P(X> n) converge. Démontrer que X admet une espérance.
neN*

(c) Réciproquement, on suppose que X admet une espérance. Démontrer que la suite

( nPX> n)) converge vers 0 puis que la série ), P(X> n) converge. Montrer enfin
neN
la relation suivante (trés utile dans certains contextes)

+00
EX) =) PX>k).
k=0

2. On dispose d’une urne contenant N boules indiscernables au toucher numérotées de 1
a N. On effectue, a partir de cette urne, n tirages successifs d’une boule, avec remise.
On note X le plus grand nombre obtenu.

(a) Que vaut P(X< k) ? En déduire la loi de X.
(b) Calculer I’espérance de X.
(c) Calculer

N xcrcice 9.0.4SHH OO HM Mines-Ponts - P.C. 2015 I
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [[0, n]]. On pose lorsque cela a un sens f(t) = E(5).
On pose

vkello,nll,  wX)=EXX-1)--X-k+1).

1. Calculer f(k)(l) en fonction de uy (X) pour tout k € [[0, n]].

2. Montrer que
D RN CR DU 70 o
PX=j)=~) ———.

Vjello,nl, : -
J! k=j (k=)

I F xercice 9.0.49 8 © Hl Mines-Ponts - P.C. 2015 I

On considére une variable aléatoire X qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0. Comparer
les événements A : «X prend une valeur paire » et B : «X prend une valeur impaire ».

I I xercice 9.0.50 HE OO0 I

Soit n € N*. On note E = [[1, n]]. On considére une suite de variables aléatoires (Xj) pen+ Suivant
chacune une loi uniforme sur E. On suppose que toutes les variables aléatoires sont mutuelle-
ment indépendantes.

Pour tout k € N*, on consideére I’ensemble Ay = {X1,X»,...,X} vu comme sous-ensemble de E.
On note aussi Ny le cardinal de Ay.

1. Montrer que les variables aléatoires Xy, et N sont indépendantes.
2. Calculer

P(Ng41=jINg=j) et P(Ngy1=j+1|Ng=j).

3. Calculer E(N) en fonction de k est de n.

4. Calculer la limite de E(Ny) lorsque k tend vers +oo. Comment interprétez vous ce
résultat ?

5. On note T; le nombre de tirage que I’on doit faire une fois que I’on a obtenu i entiers
différents pour obtenir de (i +1)°.

(a) Quelle est la loi de T;. Quelle est son espérance ?

(b) On note T le nombre de tirages pour obtenir tous les entiers de E dans les tirages.
Déterminer un équivalent de I’espérance de T lorsque n tend vers +oo.

I Fxercice 9.0.51 Hl QOO0 —
00

Soit a €]1,+oco[. On définit le réel {(a) = Y. # Soient X et Y deux variables aléatoires indé-
n=1
pendantes a valeurs dans N* telles que

VneN*, PX=n=PY=n)=

C(a)n®

1. Démontrer que I’on définit bien pas ce biais deux lois de probabilités.
2. Soit n € N*. On définit I’événement X,, = {X est un multiple de 7}.
(a) Calculer P(X;,).

(b) Soient i et j dans N*. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que X; et
X soient indépendants.

3. On note p; le i® nombre premier de sorte que p; =2, p2 =3, p3 =5, etc. On note S,
I’ensemble des entiers de N* divisibles par aucun des nombres premiers p,..., Pn-

(a) Déterminer I’événement Nyuen+ Sy,



(b) En déduire le développement Eulérien de la fonction z€ta de Riemann

+00 1 -1
Va>1, c(a):l'[(l——)

" a
i=1 i

(c) Un entier est dit square free s’il n’est divisible par aucun carré parfait excepté 1.
Calculer la probabilité que X soit sans facteur carré.

(d) Calculer la probabilité que X et Y soient premiers entre-eux.
(e) Soit neN*. Calculer PXAY = n).

I Foxercice 9.0.52 1 OO I

Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(c’est-a-dire suivant la méme loi) et a valeurs strictement positives. On suppose que X; et
Xil possede une espérance. On pose

VI’LEN*, Sn=X1+Xo+---+X,

1. Calculer E(PS(—:) pour tout n € N* et k€ [[1,n]].

2. Calculer E(S—"’;) pour tout m,n € N*.

I F xercice 9.0.53 HH OO0 I
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* admettant une espérance.

1. Montrer que % admet une espérance.

2. Montrer que E(X) E()l() =1.

9.0.4 Couple de variables aléatoires

I Fxercice 9.0.54 1 © I

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n (n = 2). On effectue dans cette urne deux
tirages successifts et sans remise. On note X; le numéro de la premiére boule et X, celui de la
seconde.

1. Déterminer la loi (X;,X2) du couple (Xy,X>) puis les lois marginales.
2. Les variables X; et X, sont-elles indépendantes ?

3. Deviner le signe du coefficient de corrélation linéaire puis le calculer. Quelle est sa
valeur lorsque n =2 ? Le résultat vous semble-t-il logique ?
I F xercice 9.0.55 T O I
On lance n dés équilibrés et on note X le nombre de numéros différents sortis. Pour i € [1,6],
on introduit X; la variable de Bernoulli qui vaut 1 si et seulement si la face numéro i est
apparue.

1. Déterminer la loi des variables aléatoires (X;)1<i<6-

2. EcrireX sous la forme d’une somme de variables aléatoires et en déduire son espérance.

3. Pour (i,j) € [1,6]2, i # J, déterminer cov(X;,X;). Les variables aléatoires X; et X
sont-elles indépendantes ?

4. Calculer V(X).

I I xercice 9.0.56 HE © I

Un objet est scindé en Y morceaux au cours d’une expérience. La variable aléatoire Y suit
une loi uniforme sur [1, n]. Chacun des Y morceaux a une probabilité p de ne pas étre détruit
indépendamment des autres morceaux. Soit Z le nombre de morceaux non détruits a I’issue de
I’expérience.

1. Donner la loi conditionnelle de Z sachant (Y = k) (k€ [1,n]).
2. En déduire la loi de Z sous forme d’une somme (qu’on ne cherchera pas a calculer).

3. Calculer I’espérance de Z puis sa variance.

I xercice 9.0.57 Hl © HM Service de dépannage I

Le service de dépannage d’un grand magasin dispose d’équipes intervenant sur appel de la
clientele. Pour des causes diverses, les interventions ont parfois lieu avec retard. On admet
que les appels se produisent indépendamment les uns des autres, et que, pour chaque appel, la
probabilité d’un retard est de 0,25.

1. Un client appelle Ie service a 4 reprises. On désigne par X la variable aléatoire prenant
pour valeurs le nombre de fois ou ce client a dii subir un retard.

(a) Déterminer la loi de probabilité de X, son espérance, sa variance.
(b) Calculer la probabilité de I’événement : "Le client a au moins subi un retard".

2. Le nombre d’appels regus par jour est une variable aléatoire Y qui suit une loi de Pois-
son de parametre m. On note Z le nombre d’appels traités en retard.

(a) Exprimer la probabilité conditionnelle de Z = k sachant que Y = n.
(b) En déduire la probabilit¢ de "Z=k etY=n".

(c) Déterminer la loi de Z. On trouvera que Z suit une loi de Poisson de paramétre
mx0,25.

3. En 2013, Ie standard a recu une succession d’appels. On note U le premier appel recu
en retard. Quelle est la loi de U ? Quelle est son espérance ?

EExercice 9.0.5SHl OO HM Chaine de fabrication, Ecricome I

On considére une entreprise de construction produisant des objets sur deux chaines de mon-
tage A et B qui fonctionnent indépendamment I’'une de I’autre. Pour une chaine donnée, les
fabrications des pieces sont indépendantes. On suppose que A produit 60% des objets et B pro-
duit 40% des objets. La probabilité qu’un objet construit par la chaine A soit défectueux est 0.1
alors que la probabilité pour qu’un objet construit par la chaine B soit défectueux est 0.2.

1. On choisit au hasard un objet a la sortie de I’entreprise. On constate que cet objet est
défectueux. Calculer la probabilité de I’événement “I’objet provient de la chaine A*.



2. On suppose de plus que le nombre d’objets produits en une heure par A est une variable
aléatoire Y qui suit une loi de Poisson de parameétre A = 20. On consideére la variable
aléatoire X représentant le nombre d’objets défectueux produits par la chaine A en une
heure.

(a) Rappeler la loi de Y ainsi que la valeur de I’espérance et de la variance de'Y.

(b) Soient k et n deux entiers naturels, déterminer la probabilité conditionnelleP (X = k|Y = n).

(On distingueralescask<netk>n ).

(c) En déduire, en utilisant le systeme complet d’événements (Y = i);en, que X suit une
loi de Poisson de parametre 2 .
I Fxercice 9.0.59H © Il Une certaine variable aléatoire, Oral ESCP IR
Soit p €]0,1[. On dispose d’une piece amenant "pile" avec la probabilité p. On lance cette piéce
Jjusqu’a obtenir pour la deuxiéme fois "pile". Soit X le nombre de "face" obtenus au cours de
cette expérience.

1. Déterminer Ia loi de X.
2. Montrer que X admet une espérance, et la calculer.

3. On procéde a I’expérience suivante : si X prend la valeur n, on place n+1 boules
numérotées de 0 a n dans une urne, et on tire ensuite une boule de cette urne. On note
alors Y le numéro obtenu. Déterminer la loi de Y. Calculer I’espérance de Y.

4. On pose Z=X-Y. Donner la loi de Z et vérifier que Z et Y sont indépendantes.

I Fxercice 9.0.60 8 © Hl Urnes de Polya I

Une urne contient a boules blanches et b boules rouges. A chaque tirage, on tire une boule, on
la remet puis on ajoute dans I’urne une boule de la méme couleur. Soit n € N. On note X,, le
nombre de boules blanches dans I’'urne a I’issu du niéme tirage.

1. Exprimer la loi de X,,+1 en fonction de celle de X,,.

2. En utilisant la relation précédente et la formule de transfert, exprimer E(X,+1) en fonc-
tion de E(X;). Démontrer que le proportion moyenne de boules blanches est constante.
En déduire E(X;,) en fonction de n.

3. Calculer la probabilité de tirer une boule blanche au rang n. On trouvera un résultat qui
ne dépend pas de n.

4. On suppose que a = b = 1. Montrer que X,, suit la loi uniforme sur [1,n+ 1].

I F xercice 9.0.61 HE © I

On suppose que le nombre N d’enfants d’une famille suit une lois de Poisson de paramétre
A > 0. A chaque naissance, on suppose que la probabilité que I’enfant soit une fille est p €10, 1]
et celle que I’enfant soit un garcon est g = 1— p. On suppose aussi que les sexes des naissances

successives sont indépendants. On note X le nombre de garcons de la famille et Y le nombre
de filles de la famille.

1. Déterminer la loi conjointe du couple (N,Y).
2. Quelle estlaloideX, laloideY ?

I I xercice 9.0.62 I © I

On réalise une succession de lancers d’une piece amenant pile avec la probabilité p € 10,1[. On

définit deux suites de variables aléatoires (S,) n>1 et (Tp) =1 de la facon suivante :

— pour tout n =1, S;, est égal au nombre de lancers nécessaires pour obtenir le nieéme
pile.

— T, =S et pour tout n =2, T, est égal au nombre de lancers supplémentaires néces-
saires pour obtenir le nieme pile apres le (n—1)iéme pile.

1. Soit n = 1. Déterminer la loi de T,,. Calculer son espérance et sa variance.
2. Soit n = 1. Montrer que I’espérance et la variance de S, existent et que

n(l-p)

n
ESn) == et V(Sy)=——7
p p

I xercice 9.0.63 1l © Hl Guichet de poste I

Dans un bureau de poste, il y a deux guichets. Chacune des personnes arrivant a la poste
choisit le premier guichet avec une probabilité p, ou le deuxiéme guichet avec une probabilité
g = 1—p. Les personnes effectuent leur choix de facon indépendante. En une heure, le nombre
X de personnes arrivés a la poste suit une loi de Poisson 22(m). On désigne parY le nombre de
personnes ayant choisi le premier guichet.

1. Exprimer la probabilité conditionnelle de Y = k sachant que X = n.
2. En déduire la loi conjointe du couple (X,Y).

3. Déterminer la loi de Y. On trouvera que Y suit une loi de Poisson de paramétre mp.

I Exercice 9.0.64 Hl O Hl Des boules dans des boites I

On a n boites numérotées de 1 a n. La boite k contient k boules numérotées de 1 a k. On
choisit au hasard une boite, puis une boule dans la boite. Soit X le numéro de la boite, et Y le
numéro de Ia boule.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

2. Déterminer la loi de Y et son espérance.

3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
4. CalculerPX=Y).

I Exercice 9.0.65 M © Il Vecteurs aléatoires et matrices I

On considere un espace probabilisé (2, %8,P) et deux variables aléatoires X et Y définies sur Q
et a valeurs dans {1,...,n+ 1}, ol n est un entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose, pour
tout couple (i, j) €{1,...,n+1}?

al-'j =P(X= i,Y= ])

On suppose que :
sili+j—-(n+2)=1

1

- 2n

ajj= .
2 { 0  sinon.



1. Vérifier que la famille (a; ;) ainsi définie est bien une loi de probabilité de couple.

2. Ecrire la matrice A € 11 (R) dont le terme général est a;, j- Vérifier que A est diago-
nalisable.

3. Déterminer les lois de probabilité de X et Y.

4. Pour tout couple (i, j) € {1,...,n+ 1}2, on pose :
bij =PX=1ilY=j).

Déterminer la matrice B € .4,+1(R) dont le terme général est b; ;. Montrer que le vec-
teur
PX=1)
v= :
PX=n+1)

est vecteur propre de B.

I Fxercice 9.0.66 HH O I

On lance une piece amenant pile avec la probabilité p € 10, 1[ jusqu’a I’obtention de deux piles.
On note X le nombre de faces alors obtenues.

SiX = n, on met n+1 boules numérotées de 0 a n dans une urne et on tire une boule au hasard.
On note Y le numéro de la boule obtenue.

1. Déterminer la loi de X puis son espérance.
2. Déterminer la loi du couple (X,Y) et en déduire la loi de Y puis I’espérance de Y.

3. On définit la variable aléatoire Z =X —Y. Montrer que Y et Z sont indépendantes.

I Fxercice 9.0.67 8 © Il Oral CCP MP 2015 I

Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 a n et deux boules noires
numérotées 1 et 2.

On effectue le tirage une a une, sans remise, de toutes les boules de I’urne.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.
2. Déterminer la loi deY.

I xercice 9.0.68 Il O Hl Oral CCP MP 2015 I

Une secrétaire effectue n appels téléphoniques vers n correspondants distincts.

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que pour chaque appel,
la probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p(p €10,1]).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

10

2. La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n—X
correspondants qu’elle n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On
note Y la variable aléatoire représentant le nombre de personnes jointes au cours de la
seconde série d’appels.

(a) Soit i€ [0,n]. Déterminer, pour ke N, P(Y = k|X =i).
(b) Prouver que Z =X +Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.

(c) Déterminer I’espérance et la variance de Z.

I I xercice 9.0.69 N © I

On effectue une suite d’expériences de Bernoulli indépendantes a deux issues possibles A et B.
On s’intéresse a la longueur X; de la premiere série ininterrompue de A ou B et a la longueur
X, de la deuxiéme série ininterrompue.

Par exemple, si I’on obtient AAABBBBAB... alors X; = 3 et Xy = 4. Les séries peuvent ne
contenir qu’une lettre. Par exemple, dans le tirage ABAABB...,onaX; =1etX; =1.

On note p la probabilité du résultat A et g = 1 — p celle du résultat B. On suppose p €10, 1].

1. Déterminer les lois de X, (X1,X>2) et Xs.
2. Calculer les espérances et les variances de Xj et de X.

3. Montrer que X; et Xy sont indépendantes si et seulement si p = 1/2.

I I xercice 9.0.70 HE © I

Soient n € N* et p,q €10,1[ tels que p+ q = 1. On jette n fois un dé pipé dont les faces ne
comportent que les nombres 1, 2 et 3. Les lancers sont supposés indépendants.

A chaque lancer, la probabilité d’obtenir 1 est p, celle d’obtenir 2 est g et celle d’obtenir 3 est

r=1-p-gq.
On appelle X (respectivementY) le nombre de 1 (respectivement de 2) obtenus en n lancers.
1. (a) Quelles sont les lois respectives de X et Y ?
(b) Les variables X etY sont-elles indépendantes ?

2. On suppose dans cette question que le nombre de lancers effectués avec ce dé est une
variable aléatoire N suivant une loi de Poisson de parametre A > 0.

(a) Déterminer les lois respectives de X et de Y.

(b) Vérifier que X etY sont indépendantes.

I Fxercice 9.0.71 HH OO HM Minimum et maximum de deux dés I
On lance deux dés équilibrés, on note U; et U, les variables aléatoires correspondant aux
résultats obtenus. On appelle X = min(Uy,Us) et Y = max(U;, Uy).

1. Donner la loi de X. En déduire E(X).
2. Exprimer X +Y en fonction de U; et U,. En déduire E(Y).
3. Exprimer XY en fonction de U; et U,. En déduire Cov(X,Y).



9.0.5 Séries génératrices d’une variable aléatoire a valeurs entiéres

I Foxercice 9.0.72 HH © I
Soit x e R} et soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N dont la loi de probabilité
est définie par

x2n

chx 2n)!
1. Calculer sa série génératrice a I’aide de fonctions usuelles.

vnelN, PX=n)=

2. En déduire son espérance et sa variance.

I Foxercice 9.0.73 1 O I
On considére deux variables aléatoires X et Y indépendantes suivant chacune une loi de Poisson
de parametres respectifs A >0 et 1 > 0.

1. Montrer directement que Z = X +Y suit une loi de Poisson dont on précisera le para-
metre.
2. Retrouver ce résultat grice aux séries génératrices.

3. Soit n € N. Déterminer Ia loi conditionnelle de X sachant que (S = n).

I xercice 9.0.74 1 O I
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Pour tout n € N, on pose p, = PX = n) et
rp, =PX > n). On note G la série génératrice de X.
1. Quelle relation a-t-on entre la série Y py, et la suite (1) ?
2. Montrer que la série entiére ) r,t" a un rayon de convergence R = 1.
1-G(1)

+00
3. Pour |t] <1, on pose H(?) = Z rnt". Montrer que H(t) = -t "
n=0 -

I Fxercice 9.0.75 1 © I

Soient Xy,...,X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes a valeurs dans N et
soient Gy, ..., Gy, leurs séries génératrices respectives. Calculer pour toutqy,...,o, €N, la série
génératrice G de 1 X1 +... +a,X,,.

I Fxercice 9.0.76 Hl O HM .oi d’attente du premier succes et formule du binome
négatif I

On effectue une série d’expériences aléatoires de type succes-échec indépendantes et avec une
probabilité de succés commune égale a p (p €10,1[). On se place donc dans I’univers {0, 1N
muni de Ia loi de probabilité rendant les lancers mutuellement indépendants.

On note T}, le nombre de lancers nécessaires pour obtenir le niéme succes.

1. Identifier Ia loi de T;.

2. Donner directement la loi de T», puis de T), pour n quelconque.

3. Pour ne N* et i € T,(Q), déterminer la loi de T;+1 — T, conditionnée a (T,, = i). En
déduire la loi de T;,+1 — Th.

n
4. Alaide de T, — Ty = Y_ (Tx — Tg_1), déterminer E(T}).
k=2
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5. Pour n e N*, démontrer que Tp4+1 — T, et Tj, sont indépendantes. En déduire V(T;,).

6. En tirant parti de I’'indépendance de T,+1 — T}, et T, calculer la fonction génératrice
de T,,. En déduire la formule du bindme négatif :

1 _ +00 k —n
(1_x)n+l - Z (n)x :

k=n

VneN, Vxe]l-1,1],

I xercice 9.0.77HH © Il Oral CCP MP 2015 IR
Soit (Q, </, P) un espace probabilisé.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur (Q0, «/,P) et a valeurs dans N.
On considére la série entiére Z t"P(X = n) de variable réelle t.
On note Rx son rayon de convergence.

(a) Prouver que R = 1.

+00
On pose alors Gx (f) = Z t"P(X = n) et note Dg, I’ensemble de définition de Gx.
n=0

Justifier que [-1,1] < Dg;.

Pour tout réel t fixé, exprimer Gx sous forme d’une espérance.
(b) Soit k € N. Exprimer, en justifiant votre réponse, P(X = k) en fonction de Gg‘) (0).

2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre A.
Déterminer Dg, et, V t € Dg,, calculer Gx(%).

(b) Soit X etY deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, in-
dépendantes et suivant des lois de Poisson de paramétres respectifs A et A,.
Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loi de X +Y.

I F xercice 9.0.7SHE OO Il T.PE. - P.S.I1. 2015 I
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, o/, P) telle que

VkeN*, PX=k=-
2k

1. Vérifier que I’on définit bien une loi de probabilité.
2. Donner la fonction génératrice de X. Quel est son rayon de convergence ?

3. La variable aléatoire X admet-elle une espérance finie ? Si ouli, la calculer.

EFxercice 9.0.79 HR OO0 I

L’objectif de cet exercice est d’étudier un mouvement Brownien. On considére une suite
(Xn)nen+ de variables aléatoires de Rademacher indépendantes. Une variable aléatoire de Ra-
demacher est une variable aléatoire a valeurs dans {—1,1} avec PX=-1)=PX=1) = % On
pose Sop =0 etS;, =X; +---+X, pour tout n € N*.

1. On pose p,, =P(S;, =0) pour tout n € N.



(a) Calculer p,, pour tout n e N.

(b) Déterminer un équivalent de py,, lorsque n tend vers +oo.

+00
2. On pose a(x) = Y. ppx". Montrer que
n=0

Vxel-1,1],

a(x) = —

3. On considere I’événement By, : « le premier retour en 0 se fait a I’indice k » pour tout

k € N*. On note by = P(B) pour tout k € N*. On pose b(x) = Eo b, x" lorsque cela a
un sens. =
(a) Montrer que le rayon de convergence de la série entiére définissant b est = 1.
(b) Calculer by et bs.
(c) Montrer que b(x) =1- mpour tout xe]-1,1].
4. En déduire by, pour tout n € N*. En déduire que I’on retourne presque stirement par 0.

I xercice 9.0.80 1 OO0 Hl X - P.C. 2015 I
On jette deux des a six faces et on considere la variable aléatoire donnant la somme des deux
faces obtenues.

1. On suppose que les deux dés ne sont pas pipés ; déterminer la loi de X.

2. Montrer qu’il n’est pas possible de piper deux dés de sorte que la variable aléatoire X
suive une loi uniforme.

I F xercice 9.0.51 HE OO I
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N de fonction génératrice

N

Vsel-2,2], gx(s) =

2—32.

Déterminer la loi de X. Reconnaitre la loi de Y = %(X— 1) et en déduire E(X) et VX).
N xercice 9.0.82HH OO0 I

Toutes les variables aléatoires qui suivent sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, </, P).

1°) Soit Z une variable aléatoire 4 valeurs dans N. Montrer que la variable aléatoire 277
admet une espérance. On la note r(Z).

On suppose que dans toute la suite de I’exercice que P(Z=n) = 2,,%1 pour tout n € N.

20) (a) Montrer que I’on définit ainsi une loi de probabilité et calculer r(Z).

(b) Soit (X;)ien*, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que Z et,

q
pour tout g € N*, on pose S; = Y. X;. Montrer que la loi de S, est définie par :
i=1

on+q :

n+q-1| 1
VneN, P(S;=n)= —
q-1

(c) Calculer r(S4). En déduire que

o=y

n=0

39) On suppose dans cette question que Z représente le nombre de lapins devant naitre en
2016 d’un couple de lapins. Chaque lapereau a la probabilité % d’étre male ou femelle,
indépendamment des autres. On note F la variable aléatoire représentant le nombre de
femelles devant naitre en 2016. Déterminer la loi de F ainsi que son espérance.

I Foxercice 9.0.83 HH OO0 I
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On note gx sa fonction génératrice. On appelle
fonction caractéristique de X la fonction @x: R — C définie par @x(t) = gx(e'’) pour tout t € R.

1. Montrer que gx(t) = E(e'’X).
2. Montrer que @x est continue sur R.

3. On suppose que X est d’espérance finie. Montrer que @x est dérivable et exprimer
@x'(0) en fonction de E(X).

4. Montrer que si X etY sont deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que Px = Py
alors X etY ont la méme loi.

5. On considere (X,,) une suite de variables aléatoires a valeurs dans N. On suppose que,
pour tout z € U on a lirP 8x,(2) = gy(z). Montrer que (X;,) converge en loi vers Y
n—+oo

c¢’est-a-dire que

VmeN, lim PX,,=m)=PY=m).
n—+oo

6. On définitS, =X;,,+Xp,n+--+Xy,n, une somme de n variables mutuellement indépen-
dantes de méme loi. Etudier la convergence en loi de (S;,) dans les deux cas suivants :

(a) Pour tout n, les X; , suivent une loi Poisson de paramétre %
(b) Pour tout n, les X; ,, suivent une loi de Bernoulli de paramétre %

(c) Pour tout n, les X; , suivent une loi géométrique de parametre 1 — %

9.0.6 Inégalités, estimations

I Exercice 9.0.84 1 O I
On considere une suite (X;),en+ de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme
loi de Bernoulli de paramétre p € 10, 1[. Pour tout n € N*, on pose :

X1 +...+X Xp+X Y +...+Y
1 n, Yn= n n+1 et Tn= 1 n.

S, =
" n 2 n

1. Justifier : Ve >0, limy—.ooP(|Sn—p|=€)=0.

2. (a) Soit neN*. Donner la loi et I’espérance de Y.



(b) Soient n,m e N* tels que n < m. Les variables aléatoires Y, et Yy, sont-elles indé-
pendantes ?
(c) Montrer que : Ve >0, limu— P (|Tn—p|=€)=0.
I Fxercice 9.0.85HH O I
Soit n e N* et soit X — g(%)_

1
1. Montrer que PX = )< —;

S

1 1
2. Montrer que P (|IX—n|=n) <1- —. En déduire que PX=2n)<1-—.
n n

I xercice 9.0.56 HE O I

On jette 3600 fois un dé. Minorer la probabilité que le nombre d’apparitions du 1 soit compris
strictement entre 480 et 720.

I Foxercice 9.0.87 1l O I

Une usine fabrique des pi¢ces dont une proportion p est défectueuse. On effectue un préle-
vement de n piéces et on note Z,, le nombre de piéces défectueuses dans ce prélevement. On

approxime ensuite p par la proportion Z—; de pieces défectueuses de cet échantillon. On sup-
pose le prélévement fait sur une population suffisante pour que la suite des n tirages puissent
étre considérées comme une suite de n tirages indépendants avec remise.

1. QuelleestlaloideZ,?

2. En déduire sa moyenne et sa variance.

Zn _

1
P p|>e)s—

ne?’
4. En déduire une condition sur n pour que I’approximation proposée donne une valeur
approchée de p 41072 prés avec une probabilité supérieure ou égale 4 95%.

I xercice 9.0.SSHE O Hl Oral CCP MP 2015 IR

3. Montrer que pour tout € >0, P (

1. Rappeler I’inégalité de Bienaymé Tchebychev.

2. Soit (Y,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi et

n
admettant un moment d’ordre 2. On pose S, = Z Y.
k=1
V(Y1)
na®

S
Prouver que : Y a €10, +oo[, P (‘ -r —E(Yy)
n

Ba)S

3. Application :
On effectue des tirages successits, avec remise, d’une boule dans une urne contenant 2
boules rouges et 3 boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir 4 plus de 95% que la proportion de
boules rouges obtenues restera comprise entre 0,35 et 0,45 ?
Indication : Considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure
I'issue du i'*™M€ tirage.
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EExercice 9.0.89 1 OO HM Mines-Ponts - P.C. 2015 I
Soient Yy,...,Y, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On note S, =Y + -+ +
Y,,. Montrer que

V(Y1)

S
Ve >0, hm,P”——E@@(;@s——<
n

n=+oo ne?

I I xercice 9.0.90 R OO0 HM Mines-Ponts - M.P. 2015 I

Soit a € N*. On dispose de n urnes et de N = na boules. Ces boules sont réparties de fagon in-
dépendante et équiprobable entre les urnes. On note'Y,, la variable aléatoire donnant le nombre
d’urnes vides et S;, = YW”

1. Calculer E(S;,)

2. Montrer que

Ve >0, lim P(|S,—e =€) =0.
n—+oo

N xercice 9.0.91 HH © I
Soit (X;)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(c’est-a-dire suivant la méme loi) de loi de Bernoulli de parametre p €10, 1[.

1. Onpose Y, =Xy +Xns1 €Sy, =Y1 + Yo+ +Yp.

(a) Déterminer I’espérance et la variance de S;,.

(b) Montrer que (87”) converge en probabilité vers la variable constante égale a 2p
c’est-a-dire que
SVL
— 0
n—+oo

Ve >0, P(

—=2 p‘ = 8)
n

2. Onpose U, =X;X;+1 etZ, =U; +Uy +---+U,. Montrer que (Z,) converge en proba-

bilité vers la variable constante égale 4 p?.

I F xercice 9.0.92 1l OO0 I
On considere Q 1’ensemble des applications de [[1, n]] dans lui-méme. On munit cet ensemble
de la probabilité uniforme. On note X,,: Q — N la variable aléatoire donnant le nombre de
points de [[1, n]] sans antécédent.
Pour i € [[1,n]], on note Y; la variable aléatoire valant 1 si i n’admet aucun antécédent et 0
sinon.

1. Donner la loi de Y; puis celle de Y;Y; lorsque i # j.
2. Donner un équivalent de E(X;,) lorsque n tend vers +oo et justifier que V(X,;) = O(n).

3. En déduire que pour tout € >0, on a

Autrement dit que (X—n”) converge en loi vers la variable aléatoire constante 1.

I F xercice 9.0.93 1 QOO0 I
Soit X une variable aléatoire centrée (c’est-a-dire d’espérance nulle) et a valeur dans un seg-
ment [a, b] de R.



1. Montrer que pour tout A >0

b a
E(eM) < — et - —eMb,
b-a

2. En déduire I’'inégalité de Hoeffding :
b— ZAZ
E(e)‘X) < exp(%) .

3. Soit (X,;) une suite de variables aléatoires centrées et indépendantes. On pose, pour
tout neN*, S, =X +--- + X;,. Montrer que

* 2ne?
VneN",Ve>0, P(S;, = ne) <exp|- .
(8b—a)?

9.0.7 Exercices théoriques

I Foxercice 9.0.94 1 O I
Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes les deux la loi géométrique
de méme paramétre p €10, 1].

1. Déterminer la loi de X +Y, la loi de min(X,Y), la loi de max(X,Y).

2. A quelle situation type peut-on associer les variables aléatoires X et Y ? Que repré-

sentent alors X+Y, min(X,Y) et max(X,Y) ?

3. Calculer les probabilités suivantes : P(X=Y) et PX<Y).
I Fxercice 9.0.95H © W Variable aléatoire quasi-certaine I
On dit d’une variable aléatoire réelle qu’elle est quasi-certaine s’il existe un réel a tel que
P(X = a) = 1. Montrer qu’une variable aléatoire réelle X est quasi-certaine si et seulement si sa
variance est nulle.
I F xercice 9.0.96 M O WM Variable aléatoire a valeurs entiéres IR

1. SoitX une variable aléatoire a valeurs dans N.
(a) Montrer que
n n

-1
kPX=k)= ) PX>k)—-nPX>n).
k=0

VneN*,
k=0

(b) En déduire que si X admet une espérance alors
+o0o
EX) =) PX>k).
k=0
(c) Montrer de méme que si X admet une variance alors

+00
EX?) =Y @k+1PX> k).
k=0
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2. Ondispose d’une urne contenant des boules numérotées de 1 aN. On effectue n tirages
avec remises. On note X le plus grand nombre obtenu.

(a) Quelle est I’espérance de X ?
(b) En déduire la loi de X.
(c) Déterminer un équivalent de E(X) quand N — +oo.

(d) Déterminer de méme un équivalent de V(X) quand N — +oo.

I F xercice 9.0.97H © Hl Couple géométrique I
Soient X etY deux variables aléatoires a valeurs dans N*, telles que :

a

P(X=i)n(Y=j))=

2i+j’

pour tous i, j de N*.
1. Calculer a.
2. Déterminer les lois marginales de X etY.

3. X etY sont-elles indépendantes ?

N xercice 9.0.98 I O I
On considére une suite (Xy)nen+ de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant
une méme loi de Bernoulli de parametre p €0, 1[.
Pour tout n e N*, on pose Y, =X, Xp41 €tUp =Y +...+Y,.
1. Pour tout n € N*, déterminer la loi de Yy, puis calculer E(Yy) et V(Yy).

2. Soient m,n € N* tels que n < m. Les variables aléatoires Y, et Y, sont-elles indépen-
dantes ? Calculer cov(Yy,,Ym).

3. Calculer pour tout n € N*, E(U,) et V(Uy).

I xercice 9.0.99 I © I
On considére deux variables aléatoires X et Y a valeurs dans N et vérifiant :

1 1
Vi ent Pxeivenoleipm N 0=isi
)])EN y P(X—l,Y—])— e]'(l ])‘2
0 sinon

1. Déterminer la loi de X. Montrer que X admet un espérance et la calculer.
2. Déterminer la loi de Y. Montrer que Y admet un espérance et la calculer.
3. On définit la variable aléatoire Z =X -Y.
(a) Pour tout (i, j) € N2, calculer PX = i,Z = 7
(b) En déduire la loi de Z. Montrer que Z admet une espérance et la calculer.

(c) Les variablesY et Z sont-elles indépendantes ?



N xercice 9.0.100 HH © I
Soit p €]0,1[. On définit pour tout (i, j) € N2 Jes réels ajj par:

_Ja-piztpr s
0 sinon

1<i<j

1. Montrer que (a;,j);, jene est 1a loi d’un couple (X,Y) de variables aléatoires discretes.
2. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

4. Soit j = 2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant (Y = j).
I F xercice 9.0.101 HE © I
Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi géométrique 4 (p).

On note Z = max(X,Y). Déterminer la loi de Z et calculer son espérance.
N xcrcice 9.0.102 11N © I

Soit X une variable aléatoire a a valeurs dans N qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.

Calcule I’espérance de Y =

I Foxercice 9.0.103 i Q?X_

Soient X et Y deux variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2. Soient a,b,c,d € R et
A=aX+b,B=cY+d. Comparerp(A,B) et p(X,Y).
I xercice 9.0.104 1 ©

: : - atl
Soit a > 0. On considére, pour tout (i, j) € N2, les réels pij=A et
ilj!
1. Déterminer la valeur de A pour laquelle il forment la loi conjointe d’un couple de
variables aléatoires.
On suppose dorénavant cette condition remplie. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire a va-

leurs dans N* admettant les p;,; comme coefficient de sa Ioi.

2. Déterminer les lois marginales de X et Y.
3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
4. Déterminer la loi de la somme X +Y.
I F xercice 9.0.105 HH © I
Soient X, Y et Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi 4 (p).
1. Déterminer la loi de la somme S =X +Y.
2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que (S = n) ou n est un élément de S (Q).
3. Pour ne€ S(Q), calculer P(S = n).
4. DéterminerP(S=7),P(S<Z) etP(S=7).
I F xercice 9.0.106 HE © I
Soit a € R. On considére un couple de variables aléatoires discrétes de loi conjointe donnée

par:
PPN i+j
V@i, )eN?, PX=iY= ])—a—l']' )
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. Déterminer la valeur de a.
. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Montrer que le couple (X,Y) admet une covariance et la calculer.

LA W =

. Montrer que la variables aléatoires 2X*Y admet une espérance et la calculer.

N xercice 9.0.1071HH © I
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans [a, b].

1. Montrer que X admet une espérance m et que celle-ci est élément de [a, b].
La variable X admet aussi une variance o> et I’on se propose de majorer.
On introduit la variable aléatoire Y = X — m et les quantités

t=Y yP(Y=y),s=) y*P(Y=y)etu=P(Y=0)
y=0 y=0

2. Vérifier
2 <su

3. Calculer espérance et variance de Y. En déduire
F<(0*-9)(1-u)
4. En exploitant les deux majorations précédentes, obtenir
> <o’/4

5. Conclure
o’<(b-a)?/4

N xercice 9.0.1081HH ¢ I
On considére une variable aléatoire discréte X vérifiant X(Q) =Z et :
1
VneN, PX=n+1)= ?P(Xz n e PX=-n)=PX=n).
n
1. Exprimer, pour tout n € Z, P(X = n) en fonction de P(X = 0). En déduire P(X = 0) puis
la loi de X.

2. Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance et une variance qu’on calcu-
lera.

I F xercice 9.0.109 HH © I
Soit X une variable aléatoire discréte réelle. Sous réserve d’existence, on appelle fonction
génératrice des moments de X I’application

Mx(1) =

E (etX)



a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre A. Déterminer Mx (1).
b) On suppose que la fonction Mx est définie sur un intervalle |—a, al.
Montrer qu’elle y est de classe €*° et qu’on a

EX") =M (0)

I Foxercice 9.0.110 HE © I
Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi géométrique sur N*
de parametre p €10,1[. On considére Z = min (X,Y) et soit g =1— p. Pour n e N*,

1. CalculerPX=n);
2. Calculer P(Z = n) puis P(Z = n). En déduire la loi suivie par la variable aléatoire Z.

3. Les variables X et Z sont-elles indépendantes ?

I Foxercice 9.0.111 HE © I

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0.

a) Rappeler la fonction génératrice de la variable X.

b) Exploiter celle-ci pour calculer le moment centré d’ordre 3 de la variable X.

I Foxercice 9.0.112 HH © I

Soit X une variable aléatoire discréte réelle.

On suppose que X admet un moment d’ordre n € N. Montrer que X admet un moment a tout
ordre k < n.

I Foxercice 9.0.113 1 © I

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.

Montrer que X admet une espérance si, et seulement si, la série ). P(X > n) converge et qu’alors

+00
EX)=) PX>n)
n=0

I F xercice 9.0.114 1 © I
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi binomiale négative de parametres n et p si

k-1
XQ)={nn+1,...} et PX=k) =( 1) p(1 - p)kn
n_

a) Soit Xj,...,X, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi géométrique de
parametre p.
Montrer que X; +---+X,, suit une loi binomiale négatives de parametres n et p.

b) En déduire espérance et variance d’un loi binomiale négatives de paramétres n et p.
I Foxercice 9.0.115HH © I
Soit n € N*. On définit les réels (p;)1<i<2n—1 par

Vie[l,nl, pi=A; et Vie[n+1,2n-1], p;=A(2n-i)

ou A est un nombre réel fixé.

I F xercice 9.0.116 HE © I
Pour chacune des suites (py,) suivantes, dire s’il est possible de trouver A tel qu’elles définissent
la loi de probabilité d’une variable X.

1. X(Q) = [2,+o0] et p =\~

1 pour n=2.
2. X(Q) =N*et p, =)\2”th(2n) pour n=0.

3. XQ)=Netp,= )\z—n pour n = 0.

E Fxercice 9.0.117 HH © I

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes positives définie sur un espace proba-
bilisé (Q, 7 ,P). Démontrer que si X et Y admettent une espérance alors il en est de méme des
variables aléatoires :

1 Z)=max(X,Y); 2 Zo=VXY; 3 Zi- L
X+Y
I Exercice 9.0.118HE © I
Soit (Q, .7 ,P) un espace probabilisé. On note %0 I’ensemble des variables aléatoires réelles
discrétes sur (Q,.7,P) et pour n =1, on note #Y I’ensemble des variables aléatoires réelles
discrétes sur (Q,.7,P) admettant un moment d’ordre n. On va démontrer que PV s

P25, . 5L

1. Démontrer que :

(x +y").

Vx,yeR], O<(x+y)

2 2
2. Démontrer que si X et Y admettent un moment d’ordre n alors X +Y aussi. Justifier
alors que " est un sous-espace vectoriel de .£°.
3. Démontrer que pour tout réel positif x, 0 < x"" ' <1+ x".
4. En déduire que " < "1,
I xercice 9.0.119 1 © _

Soit a € R. Pour tout n € N*, on note : p, =
n(n +D)(n+2)°

1 o
1. Trouver (a,B,Y) € R3 tels que:VneN*, ————=—+ i + L.
nn+1)(n+2) n n+l n+2
2. Déterminer a pour que (p,)nen+ Soit la loi de probabilité d’une variable aléatoire dis-
crete X.
3. Cette variable aléatoire admet-elle une espérance ?
4. On poseY = X? —6X +9. Déterminer la loi de Y. La variable aléatoire Y admet-elle une
espérance ?
I Foxercice 9.0.120 HE © I
Soit a € R}. On considére une variable aléatoire X a valeurs dans N vérifiant :

a
VneN, PX=n+1=——"PX=n).
n+1
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1. Déterminer Ia loi de X.
2. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

3. La variable aléatoire X admet-elle une variance ? Si oui, la calculer.

N xcrcice 9.0.121 HH © I
On considére une variable aléatoire discréte X vérifiant :

X Q)=N et VneN, 3PX=n+2)=4PX=n+1)-PX=n).

1. Déterminer Ia loi de X.
2. La variable aléatoire X admet-elle une espérance et une variance ? Si oui, les calculer.
N xercice 9.0.122 HH O I
1. (a) Soitp €]0,1[ etX suivant la loi géométrique ¥ (p). Donner la fonction de répartition
de X c’est-a-dire calculer P(X < n) pour n € N. De méme, calculer P(X = n).
(b) Vérifier que la loi géométrique ¥ (p) est bien une loi sans mémoire.

2. Démontrer que la fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant la loi de
Poisson &(M) est donnée par

1 +00
vneN, PXs<n)= —'f e *x"dx.
A

n.
I Fxercice 9.0.123 1 OO M Maximiser ’espérance, Oral ESCP I
Soit n = 2. On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Xy, définies sur le méme

espace probabilisé (2, %8, P), et suivant la loi uniforme discréte sur {1,2,...,n}. On considere a
un entier de {1,2,...,n}, etY la variable aléatoire définie par :

X1 (w)
Xz (w)

siXo(w)<a

Vwe, Y(w)= { si Xz (w) > a.

1. Déterminer la loi de Y (vérifier que I’on obtient bien une loi de probabilité).
2. Calculer I’espérance de Y et la comparer a I’espérance de X .

3. Pour quelles valeurs de a cette espérance est-elle maximale ?

I Fxercice 9.0.124 1l OO EM Entropie d’une variable aléatoire I
Soit X une variable aléatoire discréte prenant la valeur x; avec probabilité p;, pouri=1,...,n.
On définit I’entropie de X par :

n
HX)=-)_ piln(p)).
i=1

1. Calculer H(X) si X est constante.

2. Calculer H(X) si X est équidistribuée.
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3. Trouver la valeur maximale de H(X) pour X parcourant I’ensemble des variables aléa-
toires discrétes prenant au plus n valeurs.

I F xercice 9.0.125H OO HM Une autre expression de I’espérance I

1. SoitX une variable aléatoire a valeurs dans N.
(a) Montrer que, pour tout n€ N*, on a :

n n—1
Y kPX=k)= ) PX>k)-nPX>n).
k=0 k=0

(b) On suppose que Y., 22 P(X > k) converge. Démontrer que X admet une espérance.

(c) Réciproquement, on suppose que X admet une espérance. Démontrer alors que
(nPX > n)) , tend vers 0, puis que la série }.;.%) P(X > k) converge, et enfin que

+

EX)=) PX>k).

k=0

2. Application : on dispose d’une urne contenant N boules indiscernables au toucher nu-
mérotées de 1 a N. On effectue, a partir de cette urne, n tirages successifs d’une boule,
avec remise, et on note X le plus grand nombre obtenu.

(a) Que vaut P(X < k) ? En déduire Ila loi de X.

(b) A I’aide des questions précédentes, donner la valeur de E(X).

n
(c) A I'aide d’une somme de Riemann, démontrer que la suite (% P3N (%) )N admet
une limite (lorsque N tend vers +o00) que I’on déterminera.

- . . E[X) _ n
(d) En déduire que imn—.+c0 =~ = 757 -

I xercice 9.0.126 8 © Il Oral CCP MP 2015 I
Soit A €10, +oo[.
Soit X une variable aléatoire discréte a Valeuis dans N*.

O VkeN*",PX=n)= ——.
n suppose que ( n) A DT 2)

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par R(x) =
2. Calculer A.

3. Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.

1
x(x+1)(x+2) *

4. X admet-elle une variance ? Justifier.

I xercice 9.0.12718 © Il Oral CCP MP 2015 I
Soit a €10, +ool.
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N2 dont la loi est donnée par:
1 ]+k
i+ k)| =
(J )(2)

Y(j,k)eN?, PX=jY=k) =
(j,k e X=j ) N



1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Prouver que E[2X*Y] existe et la calculer.

I xercice 9.0.12S 1l © Il Oral CCP MP 2015 IR
Soit N € N*.
Soit p€10,1[. On pose g =1—p.
On considére N variables aléatoires X1,X»,---,XN définies sur un méme espace probabilisé
(Q,9,P), mutuellement indépendantes et de méme loi géométrique de parametre p.
1. Soit i€ [1,N]. Soit n e N*.
Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).
2. On considére la variable aléatoire Y définie parY = 1m'inN X;).
<IS
c’est a dire Vo € Q, Y(w) = min (X; (w), -+, X, (w)), min désignant « le plus petit élé-
ment de ».

(a) Soit n€N*. Calculer P(Y > n).
En déduire P(Y < n), puisP(Y = n).
(b) Prouver que Y admet une espérance et la calculer.

I Exercice 9.0.1291H © HM Oral CCP MP 2015 IR
X etY sont deux variables aléatoires indépendantes et a valeurs dans N.
Elles suivent la méme loi définie par : Vke N, PX=k) =P =k) = qu ou pel01] et
q=1-p.
On consideére alors les variables U etV définies par U = sup(X,Y) et V =inf(X,Y).
1. Déterminer Ia loi du couple (U, V).
2. Expliciter les lois marginales de U et de V.

3. U etV sont-elles indépendantes ?

I xercice 9.0.130 8 ©© Il Oral CCP MP 2015 IR

Soient X etY deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (0, </,P) et a
valeurs dans N dont la loi est donnée par :

P 2 " _ _
V(i,j)eN ’P((X_Z)m(Y_]))_T“j!

1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+X suit une loi géométrique et en déduire I’espérance et la variance
de X.

(b) Déterminer I’espérance et la variance de Y.
3. Les variables X etY sont-elles indépendantes ?

4. CalculerPX =Y).
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I xercice 9.0.131 18 © Il Oral CCP MP 2015 I

. k +00 k
On admet, dans cet exercice, que : Vq € N*, Z )xk_" convergeetVxe]-1,1], Z (q)xk‘q =
k=q k=q
1
(1_x)q+1'
Soit pe]-1,1].

Soit (O, o/, P) un espace probabilisé.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (QQ,<f,P) et a valeurs dans N.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X,Y) est donnée par :

‘ (1)” 1-p)sik<
P(X=kn(Y=n)) = AR p p)'siksn
0sinon

1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.
2. (a) DéterminerlaloideY.
(b) Prouver que 1+Y suit une loi géométrique.
(c) Déterminer I’espérance de Y.
3. Déterminer la loi de X.

I xercice 9.0.132 1 © Hl Oral CCP MP 2015 I
Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit (Q, </, P) un espace probabilisé.

1. (a) SoitX; et X, deux variables aléatoires définies sur (Q,<f).
On suppose que X; et Xp sont indépendantes et suivent une loi de Poisson, de para-
metres respectifs Ay et A,.
Déterminer la loi de X; +Xos.

(b) En déduire I’espérance et la variance de X; +X».

2. SoitX etY deux variables aléatoires définies sur (Q,</,P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de paramétre A.
On suppose que X(Q2) =N et que V m € N, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m)
est une loi binomiale de paramétre (m, p).
Déterminer la loi de X.

9.0.8 Moments

I xercice 9.0.133 1 O I
I xercice 9.0.134 1 O I



9.0.9 Python et probabilités

I xcrcice 9.0.135 10 O HM Centrale - P.C. 2015 IR
Soient (Q,P) un espace probabilisé fini et (X,) nen+ une suite de variables aléatoires indépen-

n
dantes de méme loi %(%) On pose S,, = Y. Xy pour tout entier naturel n € N*.
k=1

1. Préciser la loi de S,,, son espérance et sa variance.

2. Déterminer une expression sommatoire (que I’on ne cherchera pas a simplifier) de P(S,, < %)

3. Programmer une fonction binom (n, k) qui calcule le coefficient binomial (Z) lorsque
neNetke[0,n].

4. Programmer une fonction sn2 (n) qui calcule P(S, < %).

5. Pour n€N*, on note v, =P(S, = %). Etablir I’égalité
% n
VneN~", vnzun+P(Sn=—).
2

6. En déduire une démonstration de ce que 1’on a observé a la question 5°). On demande
en fait deux démonstrations : I’'une basée sur la formule de Stirling et I’autre est a
composer par vos soins.
I xercice 9.0.136 Hl OO HM Centrale - P.S.1. 2015 I

1. Pour a,b € R, on introduit la matrice suivante :

3a—2b —-6a+6b+3

Mab =" oai3p+1]|

On note e(a,b) le réel |A\; —A2| ou A} et Apsont les valeurs propres complexes de

M(a, b).

Ecrire une fonction ecart qui étant donnés deux entiers a et b renvoie une valeur

approchée décimale 2 1072 prés de e(a, b).

2. (a) Soient A et B deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans N*, de méme

loi géométrique ¢ (p) avec p €10,1].
Ecrire une fonction hasard (p) qui, étant donné p réalise la simulation de 500
valeurs (a, b) de couple de variable aléatoire (A,B) et renvoie le nombre de fois ou
ecart (a, b) est supérieur ou égal 2 1071,

(b) Pour pe {7k, 1k, ..., -1, relier les points de coordonnées (p, 222252 (B )
_ 2
(c) Surle méme graphe, tracer la courbe de la fonction p — 2;%;'3 pour p dans 10, 1].

3. (a) Montrer que la matrice M(a, b) est semblable a la matrice

a+1 1

N(a, b) = 0 bl

(b) A quelle condition la matrice N(a, b) est-elle diagonalisable ?
(c) Calculer la probabilité de I’événement « M(A, B) est diagonalisable ».
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