Chapitre

Séries numériques

2.1 Sommes partielles et restes

I Fxercice 2.1.1 HE O I
Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme :

Ls=Y -1 252y —

s h(n+1) sihn+1)(n+2)

N xercice 2.1.2HE © I
Indiquer la nature et, si elle existe, la somme de la série de terme général

1
Via+vn+1l

I xercice 2.1.3 1 O I
Indiquer Ia nature et, si elle existe, la somme de la série de terme général

Un =

1
ni
nn+1)
1 1
COS — COS
n n+1

I Fxercice 2.1.41HH © I
On admet que S; = Zleﬁ =
somme S».

I Fxercice 2.1.5HH © I

Up =

Soit z € C avec |z] <1 et p € N. Apres avoir prouvé sa convergence, calculer les sommes

partielles et le reste de la série Z z".
n=p

%. Montrer que Y j>1 m est convergente et calculer sa

I Foxercice 2.1.6 HE O I
Soit o > 0. Montrer que
f ( 1)"
o 1+ x

12

>
I xercice 2.1.71H0 © 1R Z Pl |

+00
On considere la série de Riemann Z — etonnote L= Z — sa somme. On veut trouver une
n=1 n=1 n?
valeur approchée de L a 1077 prés (p décimales exactes).
no1
1. On décide de prendre comme valeur approchée de L, la somme partielle S;, = Zlﬁ
Ecrire une procédure Python qui calcule S,,.

2. En utilisant une comparaison avec une intégrale, montrer que pour tout n € N* :

3. Combien de termes sommer pour obtenir une valeur approchée de L 4 10~* prés ?

4. Trouver une amélioration de la méthode.

2.2 Séries a termes positifs

I Foxercice 2.2.1 HE O I
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :



=1 =—1 __1 _ () i |
Loup =, 3. uy o B 5 up= (nT) , —ExerCICe 22718 C? - .
5 ch(n) 4 1\ 6 1 Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
-+ Un = Ghiny» ’ u”_e_(1+z) ’ - Un = oTn
N Foxercice 2.2.2 HE O I 1 1 1
p : o -y : . I up=———, 3 uy = ——mm, 5. up=sin—,
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants : "7 Jncos?n n 7%+ arctann n on
xeR,
(14 1) J n+3 o (n+2*3
_ 1 _1 _ 1 2. up=sin—-—-In(1+-=), - Up =, n= 3/2 7
1. un—m, 3. U,=2"n, 5. un—m, n n n n“+n+1 (n+1)(n+3)
1 .
1+ _ L 2.8 O I
2. un:(l) t 4. un:%In(l+%), 6. u,=e V. ) ExercweZZS QQ P )
n n Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
I Foxercice 2.2.3 HE O I
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants : 4" _p 21 1 Inn
1 up=——7, 3. up=——mr, 5. up=—o1,
5% +2nt n’ n
Inn n*+3n’+n 1
1. up =1, 3 u, =124, 5. up =2, 2. Up=—, 4. up=ln—F/———5——, 6. Up=———;
(nn)” a ”f" " 3pt-2 " nt+2n2-n+1 nsin® n
2 up =L, 4. u, =sinn, 6. Upy=——.
n van+l I Foxercice 2.2.9 1 O I
B xercice 2.2.4 1 © I Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
no a 2
1. MHZZ_;-, 3. up=(Yn-1), 5 up=In ”ZL””)
. n n 3 ’
1. un=#51n%, 3 up=(1+1)%, 5 u, = viIn(n+1) - n 4. up=Vm3+n2+n+1- ne+bn+2
V b n
1 lnn+21, 2 unz[lnl% n+l+a+—, 6. unzarccos( +1).
nn)"’ n n
2. up=evntl —1, 4. unzl—cos%, 6. unznnTl.
I Foxercice 2.2.10 HE © I
I Fxercice 2.2.5HE O I Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
1 1 n®
, , 1. u,=d™", a>o0, 3. u,=nn-—nn, 5. up=(cosi)",
I up=1% 3 = nrvn 5 up,=e"
< Un =5 - Un =93 s o ’ n 4. up = (n(n+a)® - i
nn - 31 2 (Inn) L 6 |sin n| + |cos n|
- - —gin3 L . Up = , U= ———.
2. uy ST’ 4. u, 213 6. u, =sin <. n p (Inn)*, a>0, n n
I Foxercice 2.2.6 HE O I I Foxercice 2.2.11 1HE OO0 HH Type X I
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants : Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
i — n n n
1. up = (-1)n8oyn 4 up=0+vn)™", aV/" 1 1 2 1
n=0ED" =53 n v 6. Up = —, a>0,a> 1. un:—aZ\/E, 2. up=—) (nk)?®, 3 u, = 'Zk!
2 gV = = (n+plis
L Up = N Linn 0. avecp=1.
_ 1 L Up=———,
3 un= ninn’ " (Inn)"



On cherchera un équivalent de u,
N Fxercice 2.2.12 1 © I
Déterminer la nature de la série de terme général

[+oo dx
Uy = e
"“h VErm
avec o> 0.
I Fxercice 2.2.13 1 OO I
Etudier la convergence puis calculer la somme, quand celle-ci existe, de la série de terme
général
u,=In(n+1)+aln(n+2)+bin(n+3).

I F xercice 2.2.14 1 O I
Trouver le polynéme P pour que la série de terme général

up = (n* +2r12)1/4 - (P(n)'?

soit convergente.

I Fxercice 2.2.15HH O I

Pour quelles valeurs de a la série de terme général u, = (1+2+3+...+n)® est-elle conver-
gente ?

E Fxercice 2.2.16 HH OO I

Soit (u,) une suite réelle a termes positifs.

. z. 2z u
1. Montrer que les séries de terme général u,, v, = 1+" et w, = In(1+ uy) sont de

Un
méme nature.
2. Si Zun converge, montrer que la série Z (un)®, avec a = 1, est aussi convergente.
N xercice 2.2.171HH OO I
Soit (ay) une suite de réels positifs.

1. On suppose que la série }_ a,, converge. Quelle est la nature de la série de terme géné-

ral :
(@ up=a*; . ( an ) _ Van
(¢) u; =sin Tva,) (e) un—n_\/ﬁ.
— Van . = an ;
(b) up= n (d) un n+\/ﬁ’

2. On suppose que la série ) a,, diverge. Quelle est la nature de la série de terme général :

a a
—— (b) up=—"—.
1+n<ay, l1+a,

(a) up=

N xercice 2.2.13 Il ©© Hl Régle de Raabe-Duhame] IR
Soient (uy) et (v,) deux suites de réels strictement positifs.

1. On suppose qu’a partir d’un certain rang

u v
n+1 < n+l1

X

Un Un
Montrerque up, = 0O (vy).
n—+oo
2. On suppose que
u 1
"+1—1——+ 0 (—) avec a > 1
Un n n—+oo\n

Montrer, a I’aide d’'une comparaison avec une série de Riemann, que la série Y u,
converge.

3. On suppose cette fois-ci que

( 1 )
—|aveca<l1
n

Montrer que la série Y u,, diverge

I F xercice 2.2.19 1 © I
Déterminer la nature de la série de terme général

w = 1/n  sinestuncarré
"1 1/n® sinon

I Foxercice 2.2.20 HE © I
Soit ¥ u,, une série convergente et a terme général positif. Etudier 1a convergence de Y. 2.
I I xercice 2.2.21 Il OO0 HM Centrale PC IR
Pour tout n € N*, on note s(n) le nombre de chiffres de I’écriture décimale de n. Etudier la
convergence et la somme de

Z s(n)

nn+1)
I xercice 2.2.22H0 © Il CCP MP IR
Soit (u,) ey Une suite de réels strictement positifs et | un réel positif strictement inférieur a 1.

< .. Un+1 L.
1. Démontrer que si lim =1, alors la série Z u, converge.
n—+oo Uy,
.. T e . Un+1 . .
Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim = 1, puis majorer, pour
n—+oo U,

n assez grand, u, par le terme général d’une suite géométrique.

. n!
2. Quelle est la nature de la série Z — 7
n=1

I xercice 2.2.23H0 © Il CCP MP I



1. Soient (up) peny €t (V) nen deux suites de nombres réels positifs. Montrer que :

Uy ~ UV, — Z u, et Z v, sont de méme nature.
+00

1
(i—1)sin (—)
2. Etudier la convergence de la série Z 1

=h (\/n+3—1)1nn'

(i est ici le nombre complexe de carré égal a —1)

I Foxercice 2.2.24 1 © I

Soit a € R. Déterminer la nature de la série _ u, ou

un=€/n3+an—\/n2+3

I F xercice 2.2.25H O Il Oral CCP PC IR
Pour tout n € N, on pose

1
an=f t"V1-t2dt.
0

1. Calculer ay et a;.

2. (a) Montrer que (ay,) est décroissante.

n+1

n+4

(c¢) En déduire qu’au voisinage de +oo, on a ay T Ansl

(b) MontrerqueVneN, ap42= an.

3. (a) Montrer que la suite de terme général n(n+1)(n+2)aya,-, est constante.
(b) En déduire un équivalent de a,, au voisinage de +oo et la nature de la série }_ ;> ay,.
I Foxercice 2.2.26 I OO HM Intégrales de Wallis, Formule de Stirling I

Le but de cet exercice est de démontrer la formule de Stirling

nl ~ \/m(g)"

n—+oo

qui donne un équivalent de la factorielle.
1. Montrer que la suite de terme général

Vvnn'te "

a, =
n!

converge vers une limite L non nulle.

Indication : Poser u, =In a, puis considérer la série (v,,) de terme général U+, — uy.

2. Endéduire que n! ~ Lymn"e™".
n—+oo L

. L’objet de la suite du probléme est de calculer L. Pour ce faire, on considere, pour n

entier naturel, I’'intégrale (dite de Wallis) définie par :

I

W, =f2 sin (1) dr
0

(a) Montrer que
L

2
VYneN, anf cos” tdt.
0

(b) Calculer Wy et Wj.
(c) Montrer que

n+1
VneN,Wy o = n
n+2
(d) En déduire, pour toutneN :
_enon _22M(nh?
2T 2n(pl2 2 T onv !

(e) Montrer que (W,,) est décroissante et positive. En déduire que (W) est convergente.
(f) En déduire que pour tout neN :

A\ W
< n+l1 < AL ]
Wn+2 Wn+2

1

(g) Montrer que W, e Wit

(h) Etablir que pour tout neN, (n+1)W,, W, = g

. L ] ™
(i) En déduire que : W, n i\ 20

. En calculant, pour n € N*, % et en faisant apparaitre Wy,,, calculer L et en déduire la

n

formule de Stirling.

I xercice 2.2.27 10 OO HMl Mines PC 2003 I

+00 —nx

Quelle est la nature de la série de terme général u, = f, e "*arctanxdx.

2.3 Comparaison série-intégrale

I F xercice 2.3.1 8 O Hl Constante d’Euler I
Montrer qu’il existe un réel y (appelé constante d’Euler) tel que

n
1
H, = ZE =Inn+y+o(l)
k=1



I Fxercice 2.3.2 HH © I I xercice 2.3.8 1l © Hl Centrale PC 2001 I

Etudier Ia nature de la série ¥, ; oi1 p > 0. Quelle est la nature de la série de terme général
n(ln 1)
I xercice 2.3.3 1 O Hl Série de Bertrand I VI+V2+...+yn
Etudier la nature de la série de Bertrand : 3 ( )ﬁ ol a,pelR. Un = na
Inn

I xercice 2.3.4 10 _ ol acR.
FEtudier Ia nature de la série de terme général u,, = —2, I xercice 2.3.9 1 OO I

. . ninn (In(inn)) . Quelle est la nature de la série de terme général
B Fxercice 2.3.5 8 O WM Equivalent du reste de la série de Riemann I

nl—tx

1. Montrer que si 0 < a < 1 alors Z

ﬂool
Up=n Zﬁ
k=n

k(X n—>+oo 1-a

2. Déterminer un encadrement puis un équivalent du reste d’ordre n de la série de Rie-

ouacR.
mann Zn>1 ! — poura>1. I xercice 2.3.10 O Il CCP 2011 I
Pour n =2, on pose :
+00 1 n
3. Application : donner la nature de la série de terme général u, = . Z 1—2 puis celle de Uy = Z In? k.
+oo - k=2
la série de terme général Up= Z ﬁ . 1. Montrer que ZHZZ Un djverge.
k=n+1
2. Mont :
M xercice 2.3.6 M8 OO W Mines-Pont PC I ontrer que ) el
Indiquer la nature de }_ u,, si f Inrdr<uy < f In? ¢ds.
1 2
1 X1,.2 L.
U, = arccos| — | —arccos 3. Calculer [{'In* tdt et en déduire que :
§ ( vn ) Vn+1 !
n
sans utiliser un télescopage. f In? rdt e nln? n.
I xercice 2.3.71H0 O Il CCP MP I !
1
1. On consideére la série de terme général u, = ——— oun=2 etae€R. 4. Donner un équivalent de -~ ~ quand n — +oo.

n(nn)®
5. Quelle est la nature de la série . - s

(a) Cas

En utilisant une minoration tres simple de u,, démontrer que la série diverge. 2.4 Critére de d’Alembert

(b) Cas

. I xcrcice 2.4. 1 - vl ]
Etudier la nature de la série.

Nature de la série Z —
x(nx)*’ I Exercice 2.4. 2 - vy |

)

1 ”) 1 Nature de Ia série Y ~2=.
en n

Indication : On pourra utiliser la fonction f définie par f(x) =
(e_ 1 B xercice 2.4.5 0 OO W
2. Déterminer la nature de la série ) | xercice no

n>3  (In(n?+ n))2 . Nature de la série . olta>0etaelR.
Ql+a)(1+d?...0+a"




N Fxercice 2.4.4 10 O I
Nature de la série ) u, ou

1 . .
o Sinm est pair
Un=9
3n
I F xercice 2.4.5 0 OO Hl Régle de Cauchy IR
On consideére une série a termes positifs ) u,. On suppose que

si n est impair

l

n U,
n—+oo

En utilisant une série géométrique, montrer la régle de Cauchy :
1. Si0< <1, alors ) u, converge.
2. Sil>1, alors ) u, diverge.

I Foxercice 2.4.6 Hll © Hl Régle de Raabe-Duhamel, preuve avec le critére de com-
paraison logarithmique I
Soit une série Y u, a termes strictement positifs. On suppose que :

Un+1 o

—=1-—+ o0 (1/n)
Uy n n—+oo

1. Sia <1, montrer que la série Y u, diverge.

2. Sia> 1, montrer que la série ) u, converge.

On utilisera le théoréme de comparaison logarithmique avec une série de Riemann. Ce résultat
s’appelle la reégle de Raabe-Duhamel qui est hors-programme mais qu’il faut savoir retrouver.

2.5 Séries de signes quelconques

E Fxercice 2.5.1 HH O I

Pour chacune des séries suivantes, justifier la convergence et, S désignant la somme de la série,
préciser pour les trois premiéres n tel que |S, —S| < 1072. En déduire un encadrement de S a
1072 pres.

(-1)" _pnel _

1. u,= P 3. u,= ( \/)ﬁ , 5. Un Vn+l’
. =n”" 1" 1"
. uﬂ_2n3+15 4 L[n: n2+1’ 6. un=ln(1+ 71+1)

N Foxercice 2.5.2 HE O I
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

1. unzcos(n\/n2+n+1) 3. up=cos(n’nln(1-1)) 5. unzﬁﬂ)n.
4 — (_1)” 6 u —ln 1+i
2. up=sin(nm+ 1) - ”n—\/ﬁ’ - Un= NoGE)
I F xercice 2.5.3 1 O I
Etudier Ia convergence et la convergence absolue des séries de terme général :
1. u, = D" 5. unzsin(n n2+an+2),
nlnn’ -
1 — nn+m/2 SN
5 unz(—l)”%, 6. un= [, 1T e dt, aveca>0
(-n” 7. up = (—1)”M P et Q deux poly-
3 up=—————, a#p, Co Qn)’ poy
ne+ (=1)"nb noémes,
4. up= ln(l + (_nlinl + %), 8. uy = cos(nn?In(24})).

N xercice 2.5.4 110 © I
Etudier la convergence de Y.(—-1)"x" pour x]-1,1[.

I xercice 2.5.5 10 ©

Montrer que

est un réel négatif.
I I xercice 2.5.6 HE O I

Soit o € R. Déterminer la nature de la série de terme général

1 1
Uy = (—1)”n°‘(— —sin—).
n n

I I xercice 2.5.7 HE O I
Soit a > 0. Etudier la nature de la série de terme général

(-n"
Up= ——o .
SNV

I xercice 2.5.S 1l © HM Intégrale de Dirichlet I
On rappelle la convergence de I’intégrale de Dirichlet

+00 ging
1:[ LY
0 t

+00 PLE
1=y (—1)”f L ds,
n=0 0

nn+t

En observant que

déterminer le signe de 1.



I xercice 2.5.9 1 O Hl Oral Mines-Pont PC IR
Nature de la série de terme général u, = cos (T[ n?+n+ n1/3).
I xercice 2.5.10 8 O Hl Important : a retrouver par vous-méme I

n

1. Montrer que la série harmonique alternée ).
que

est semi-convergente, et montrer

+00 (_1)n+1

)3

n=1

=In2

Donner une majoration du reste R,, de cette série.
X (-1)"
n+1’

I xercice 2.5.11 18 O Wl Transformation d’Abel I
Soient (a,) une suite positive décroissante de limite nulle et (S,) une suite bornée.

2. Calculer Z

1. Montrer que la série }_ (a, — an+1)Sy est convergente.

2. En déduire que la série Y a,(S,, —Sy,—1) est convergente.

3. Etablir que pour tout x € R\2nZ, la série Y. 2" egt convergente.

I xercice 2.5.12 1 O Wl Mines 2013 —
FEtudier Ia nature de la série de terme général

B n (_l)k
Uy —ln(tan(kz::ozk+ 1 ))

I Fxercice 2.5.13 1 O I
FEtudier Ia nature de la série de terme général

= 1 to0 (_Dk
n=—— .
ni=, k

2.6 Suites et séries

I xcrcice 2.6.1 Hl O Il Constante d’Euler I
On considere la suite (1) ,en+ de terme général
LS|
up=y —-Inn.
k=1P

1. Montrer que la suite (u,) converge en passant par une série.

2. Montrer que la suite (u,) converge en utilisant une méthode élémentaire. La limite de
cette suite est notée y et est appelée constante d’Euler.

3. Trouver une valeur approchée de y grice a votre calculatrice.
4. La convergence de la suite (u,) vers y est-elle rapide ? (On pourra montrer que Y —

L.)

" p—too 21
I F xercice 2.6.2 HH O I
Démontrer la convergence de la suite de terme général
1 1
Un = E+E+'”+ﬁ_2\/ﬁ‘

I Foxercice 2.6.3 1 O I
Etudier la convergence de la suite de terme général

1

+00 1
Up= ) ———.
" ,;ln(n+1)

N Exercice 2.6.4 HR OO0 I
Etudier, a I’aide d’une série, la nature des suites de terme général u,, suivantes :
US| .
1. u,= Z - —Inn (on note y sa limite) ;
k:1

Ink
2. = ———l
= kzlk 2( m*
n

1
3 up= Z kil alnn (En cas de convergence, exprimer la limite a I’aide de y).

2.7 Calculs de somme de séries

I xercice 2.7.1 11 OO0 HM Centrale PC 2005 IR
Soit ae€ R, \ {1}. On pose

n
a2

Up=——.

o (azk + 1)
1. Discuter suivant la valeur de a la nature de }_ u,.
2. Lorsque la série converge, calculer sa somme.

Indication 2.0 : Montrer que u, = o,-1 — 0, ol () est une suite a déterminer.
I xercice 2.7.2 10 © Hl Mines 2007 I
o -n" 1
1. Etudier la convergence et calculer la somme de Zo ] en remarquant que 5 =
nz

1.2
Jo t7"dt.
(="

2. Méme question avec )
n>03n+1



2.8 Produit de Cauchy de deux séries

I Foxercice 2.8.1 Q?( 1)n_

\/n+1.

1. Etudier sa convergence et sa convergence absolue.

On consideére la série Y ,>¢

2. Soient a < b. Majorer simplement (x — a)(b— x) pour x € [a, b].

3. Montrer que le produit de Cauchy de cette série par elle-méme est une série divergente.
I F xercice 2.8.2 @@8}1_

On considére la série Y ,,>¢

n+1’
1. Convergence de cette série ?

2. Montrer que le produit de Cauchy de cette série par elle-méme est une série conver-
gente.

I Fxercice 2.8.3 1N © I

Soit z € C. Montrer que
z\n
(1+2) ——=¢
n n—+oo

I F xercice 2.8.4 1 O I
Indiquer la nature et éventuellement la somme de la série de terme général

1 1

Uy = —_
n kglkZZn—k

N Foxercice 2.8.5 T O I

1. Prouver la convergence et calculer la somme de la série de terme général
& 1
wp=Y_

pmipin=p)l

2. Faire de méme avec la série de terme général

n-1 1
Wp=) ———
" 172::1 p?(n—p)?
+00 7[2
en admettant que Z Pl
n=1

I Fxercice 2.8.6 HE © I 1"

On considere les suites (ay) et (b,) données par ag = byg=0etVn=1, a, = b, = Nk
n

Montrer que Y. a,, et }_ b, sont convergentes mais que leur produit de Cauchy est une série
divergente.

2.9 Formule de Stirling

I Foxercice 2.9.1 HE O I
Trouver un équivalent de

2n

n

S 22n2p-1)°

Peut-on retrouver ce résultat a I’aide du critére de d’ Alembert.

I F xercice 2.9.2 ? O I |

Etudier la limite de — ; ainsi que la convergence de la série ) p>1 —..
n

B xcrcice 2.9.3 M O

Un

Etudier suivant les valeurs de o € R} la nature de la série de terme général u,, =

3n)!
(XS”(n!)S .



	Compléments d'algèbre linéaire
	Algèbre linéaire
	Bases et dimension d'un K-espace vectoriel
	Applications linéaires, noyau, image
	Rang d'un endomorphisme
	Produit, sommes, sommes directes de sous-espaces vectoriels
	Hyperplans, formes linéaires
	Endomorphismes commutants
	Projecteurs

	Matrices
	Calcul matriciel
	Matrices inversibles
	Puissances d'une matrice
	Trace
	Changements de base
	Calculs par blocs
	Matrices semblables

	Déterminants
	Formes multilinéaires alternées
	Déterminant d'un endomorphisme
	Déterminant d'une matrice
	Calcul de déterminants
	Calcul de déterminants en utilisant une relation de récurrence
	Exercices théoriques sur les déterminants



