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FICHE : INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

I Dérivation sous le signe somme I

I Hypothese de domination I

On dit qu’une fonction

AxI — R
F{ (z,xt) s F(a,1)

vérifie I’hypothése de domination si et seulement s’il existe une fonction ¢ : I — R telle que :

@ ( est continue par morceaux sur I ;

@  est intégrable sur [ ;

() ¥(@,t) € Ax LIF(,1)| < o)

I Continuité sous le signe somme I

On considere une fonction
e AxI — R
(x,t) +— F(x,)

et on suppose que :
@ Pour tout = € A, la fonction ¢ — F'(x,t) est continue par morceaux sur [ ;

@ Pour tout ¢ € I, la fonction z — F'(z,t) est continue sur A;

@ F vérifie I’hypothese de domination.

Alors,
1. Vz € Afixé, la fonction Fs : t — F(z,t) est intégrable sur I.

2. La fonction
A — R
fr Tz /F(x,t) d¢
I

est continue sur A.

On considere une fonction
P { AxI
)
et on suppose que :
@ Pour tout z € A, la fonction F» : t — F'(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur 1.
@ Pour tout ¢ € I, la fonction  — F(z,t) est dérivable sur A.
. oF .
@ Pour tout ¢ € I, la fonction = +— s (z, t) est continue sur A.
T
N oF .
@ Pour tout z € A, la fonction ¢ — 5z (z,t) est continue par morceaux sur I.
x

oF
@ La fonction B vérifie I’hypothése de domination sur A x I.
z

Alors :
1. La fonction
A — R

i Tz — /F(x,t)dt
I

est définie et de classe C! sur A.

OF
2. Pour tout x € A, la fonction ¢t — B (z, t) est intégrable sur I.
x

3. Vo e A f'(z) = /ELF(M) dt.
1 0x




I Hypothese de domination locale I

On dit qu’une fonction

(z,t) — Flz,t)
vérifie I’hypothése de domination locale si et seulement si pour tout segment K C A, il existe une fonction
pr I — Rtelle que :

F{ AxI — R

@ est continue par morceaux sur [ ;
@ est positive sur [ ;

@ est intégrable sur I :

FEEE

V(z,t) € K x 1,

F(z,t)] < ¢k (t)

! Théoréme de continuité, extension a la domination locale !

On considere une fonction
P { AxI — R

(z,t) — Flz,1)
et on suppose que :

@ Pour tout z € A, la fonction ¢ — F'(x,t) est continue par morceaux sur I ;
@ Pour tout ¢ € I, la fonction z — F'(z,t) est continue sur A;

@ F vérifie I’hypothése de domination locale sur A x I.

Alors,
1. Vz € A fixé, la fonction Fy : t — F(z,t) est intégrable sur I.

2. La fonction
A — R

i Tz — /F(x,t)dt
I

est continue sur A.

I Dérivation sous le signe somme, extension a la domination locale I

e

On considere une fonction

— R
—  F(z,t)

et on suppose que :

Pour tout z € A, la fonction F» : t — F(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I.

Pour tout ¢ € I, la fonction z — F'(z,t) est dérivable sur A.
. oF .
Pour tout ¢ € I, la fonction = — . (z, t) est continue sur A.
x

. oF .
Pour tout x € A, la fonction ¢ — D2 (x, t) est continue par morceaux sur I.
x

HEEEE

oF
La fonction e vérifie I’hypotheése de domination locale sur A x I.
z
Alors :
. oF .
1. Pour tout x € A, la fonction ¢t — . (z, t) est intégrable sur I.
x

2. La fonction

f: Tz — /F(:D,t) de
I

est de classe C! sur A.
OF

3. Vz e A f() :/18:10 (a, 1) dt.

I Dérivations successives sous le signe somme I

On considere une fonction
o AxI — R
@) — Fz0)

et on suppose que :
@ Pour tout ¢ € I, la fonction © — F'(x,t) est de classe C™ sur A;
n—1

o (z,t) sont continues par

OF
@ Pour tout € A, les fonctions t — F'(z,t), t — a—(:p,t), Lt
z

morceaux et intégrables sur 1.

o
@ Pour tout z € A, la fonction ¢t —

n

— (2, t) est continue par morceaux sur I.
x

o"F
@ La fonction pye vérifie I’hypotheése de domination (locale).
z
Alors :

1. La fonction
A — R

i z /F(:D,t) de
I

est définie et de classe C™ sur A.
2. Vi e [1,n],Vz € A,

f(i)(x):/IgZF(a:7t) dt




