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12.1.1 Généralités

( , A
DEFINITION 12.1 © Equation différentielle linéaire du premier ordre

Soit I ¢ R un intervalle et trois fonctions continues a,b,c:1— K (K =R ou C). On dit qu’une fonction y : 1 — C est
solution de 1’équation différentielle
(E) :a®)y +b)y=c(D)
si:
— la fonction y est dérivable sur I,

— Vel a(®)y' (&) + b(5)y(r) = c(1).

- J

Remarque 12.1  Résoudre I’équation différentielle (E) sur un intervalle I consiste & déterminer 1’ensemble de toutes les
solutions y.




Remarque 12.2  Sila fonction a ne s’annule pas sur I’intervalle I, les solutions de 1’équation différentielle (E) sont les
mémes que celles de I’équation différentielle normalisée :

(En) Y () +a(0y(n) =)
oua=blaetP=cla.
Remarque 12.3  On considere une équation différentielle normalisée :
(B) :y' +a(y=Db(1)

Si a,b:1— C sont de classe €¥(I,C), toute solution de (E) est de classe €**1 sur 1.

THEOREME 12.1 © Structure de I’ensemble des solutions
Soient a,b:1— K deux applications continues sur I.

M) :y +a)y=0
(B) :y' +a®)y= b1

1. S est une droite vectorielle :

HAr=1t— Ce™™D; Cek}

ou A(t) = fa(t) d? est une primitive de a sur L.
2. K #D.

3. L’ensemble des solutions de (E) est une droite affine : pour toute solution particuliere y € %%,

F={t— J() +Ce ™ AV; CeK}

Démonstration Voir le cours de premiére année.

PLAN 12.1 : | Pour résoudre une équation différentielle linéaire normalisée du premier ordre }7

1 Résolution de I’équation différentielle homogéne :
M) :y +alny=0

— On cherche une primitive de la fonction a sur1 : A(t) = fa(u) du,
— L’ensemble des solutions est la droite vectorielle

S = {r—Ce ™™D cek}

2 Recherche d’une solution particuliére de I’équation avec second membre (méthode de la variation de
Ia constante) : On cherche une solution particuliére y de I’équation normalisée avec second membre :

E) :y' +a®y= b1

sous la forme

J(t) = C(He A

Alors ¥ est solution de (E) si et seulement si

veel, [C'(He™® =hb)

3 L’ensemble de toutes les solutions de E est la droite affine

F={t— () +CeD; Cek}

THEOREME 12.2 © Théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles linéaires du premier ordre
Soient a,b: 1 — K deux applications continues sur I. Soient f €I et yp € K.




Il existe une unique solution y au probleme de Cauchy

Yy +a®y =b)
y(t) =y

On a I’expression explicite de y sous forme intégrale :

13
viel, y()=e M y(t) +e M| Ap(s)ds
fo

t
ou A(t) = f a(u) du est I’'unique primitive de a sur I qui s’annule en fy.
to

Démonstration Voir le cours de premiére année.

12.1.2 Problémes de raccord

On suppose ici que I =]o, B[ ol a et P sont des éléments de R tels que o < p ( on peut avoir a = —co ou f = +00). Soient a,
b et c trois fonctions continues sur I, a valeurs dans K et soit J un sous intervalle de I sur lequel a ne s’annule pas.
On considere I’équation

Viel, a(®y @+b®)y@®=c( (E).

Pour tout ¢ €], on peut normaliser (E) en I’équation

' b(t) c(t)
Vie] y(O+—ym=— N)
a(t) a(t)

PLAN 12.2 :| Pour résoudre (E) sur (I) !

1 On résout I’équation homogeéne associée a (N) sur les sous-intervalles ] de I sur lesquels a ne s’annule pas.
2 On cherche une solution particuliére de (N), ce qui nous permet de résoudre complétement (N) sur ces sous-
intervalles.

3 Toute solution de (E) sur un des sous intervalles J de I sur lequel a ne s’annule pas est solution
de (E) sur ce méme sous intervalle. On étudie alors comment raccorder ces solutions en un point ty oll
a s’annule. Pour ce faire : si ¢ est une solution de (E) sur J; =], [ et si @, est solution de (E) sur
J2 =1t0,B'[ (alty) =0), pour que @1 et @2 se raccordent en ty, il est nécessaire que :

1. @ ety aient une méme limite [ en ty.

2. La fonction ¢ définie sur]o/,B'[ par @y, = @1, Q|1, = P2 et ¢(b) = [ soit dérivable en b.
II faut par ailleurs vérifier que la fonction ¢ ainsi construite est bien solution de (E) sur]o’,p'[.

Exemple 12.1 Résolvons sur [ = R I’équation différentielle :
(E): Viel, A-0ny ®-ym=t

Normalisons (E). Nous obtenons 1’équation :

(N) : Vteluly, y’(t)—Ly(t)=L
1-1 -1

ou I} =]—o0,1[ et Iy =11, +o0[. L’équation homogene associée a (N) est :

1
(H) : Vieluly, y'(t)—:y(t):o

L — R

t — L

1 Résolvons (H) sur I;. Posons a: {

@ I; est un intervalle de R
@ a est continue sur I;.




Par application du théoréme de résolution des équations différentielles homogenes du premier degré, on peut
affirmer que les solutions de (H) sont les fonctions de la forme :

JL — R
Poaty) L gyemAD)

ol A est une primitive de A sur I; et o a3 € R. Une telle primitive est donnée, par exemple, par A :
{ L — R

[ — Indl-tf) - Par conséquent, les solutions de (H) sont de la forme :

[ — R

Lp(h : t — S

ol o € R. On montre de la mé&me facon que les solutions de (H) sur I, sont de la forme
L, — R

Lp(Xz : t — Q2

ou oy € R.

2 Par la méthode de variation de la constante, identifions une solution particuliere v, de (N) sur I;. y; est de

L — R o o 4
! A Ou A estune primitive de ¢ — IT”[eA = t. Une telle primitive est donnée, par
-t

t —

la forme : yy : {

2
exemple, par ¢ — & et

Les solutions de (N) sur I; sont somme de cette solution particuliere de (N) et d’une solution générale de 1’équa-
tion (H) et sont donc de la forme :

c { L — R
o - #? 1 a _ ag+t?
t 2 1-: v 11 = 20-p

ol a € R. On prouve de méme que les solutions de (N) sur I sont de la forme :

L — R
Car PR Qo+ 12

2(1—-1)
ou oy € R.
3 Cherchons s’il existe des solutions de (E) définies sur R. Supposons qu’un telle solution { existe. On
doit avoir : ,
e (j;, doit étre solution de (N) sur I; et donc il existe a; € Rtel que : Ve el;, {jp, () =g, (1) = ;‘(lf_t[).
2
e (, doit étre solution de (N) sur I, et donc il existe az € Rtel que : Ve e€lp, (i, (£) =g, (1) = ;‘(tht[).

e (est continue sur R donc (j;, doit avoir une limite quand ¢ — 1. Ceci n’est possible que si o7 = —1.

o De méme {1, doit avoir une limite quand ¢ — 1*. Ceci n’est possible que si ap = —1.

¢ On doit de plus avoir lir{l iy = lim Qyp, (1), ce qu’on vérifie facilement. En conclusion, on doit avoir :
t—1" t—1

R — R
‘:3{ _ @+

t —
« Enfin, { étant dérivable sur R, il faut vérifier que la fonction que nous venons de construire est bien
dérivable en 1, ce qui est ici évident.
On vérifie enfin qu’une telle fonction est bien solution de (E) en s’assurant qu’elle vérifie bien (E).
Pour tout t€R,on a:

(t+1)

Q-7 -

1
—-(1-0+
2
= 1

La seule solution de (E) définie sur R est donc (.



A
W

FIGURE 12.1 — Quelques courbes intégrale de (E). On remarquera celle associée a {

12.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1 vectorielles

12.2.1 Généralités

On considere un K-espace vectoriel F de dimension finie 7 (K =R ou C), et un intervalle I c R.

(DEFINITION 12.2 © Equation différentielle linéaire d’ordre 1 vectorielle )
Soient
A-{I —  Myu(K) , B-{I — My K)
lt — AD=K" t — b(t)=K"

deux fonctions vectorielles continues sur I. Une fonction x : I— F est solution de I’équation différentielle

(B) :X'=A(HX+B(1)

Si:
1. X est une fonction dérivable sur I a valeurs dans 91, (K) ;
2. VieL X'(1) = A(HX(8) + B(1)

J

Remarque 12.4  Une solution de (E) définit une courbe paramétrée X : I — 1,1 (K) = K". On dit qu’une telle courbe
est une courbe intégrale du systeme différentiel. L’espace F en mécanique s’ appelle I’espace des phases du systeme.

Exemple 12.2 Résolvons le systeme différentiel linéaire :

: . . . . . _ig? o
ution : Enposant z=x+1iy, 2 = t(y—ix) = —it(x+iy) = —itz. Donc z(t) = Ce”'" /2. Les courbes intégrales sont
bk arcs de cercle centrés a I’origine.

mem

(DEFINITION 12.3 © Probleme de Cauchy
Soit #p € I et Xg € M1 (K). On dit que X : I — 9, 1(K) est une solution du probleme de Cauchy lorsque X est une
solution de I’équation différentielle (E) : X' = A(£)X + B(¢) et vérifie la condition initiale X(#y) = Xo. On écrit
X! =A(0)X+B(1)
(@) :{
X(t) =Xo




THEOREME 12.3 © Théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire
Soient ¢ — A(?) et t — B(f) deux applications continues sur . Pour toute condition initiale (fy,Xp) € I x M;,1(K), le

probleme de Cauchy
X' =A(H)X+B(?)
© :
X(to) =Xo

posseéde une unique solution.

Démonstration Admis

(COROLLAIRE 12.4 © Structure des solutions de I’équation homogene
On considere I’équation homogene associée a (E) (sans second membre) :

H) : X' =A()X

ou t— A(t) € M, (K) est continue sur I. On note %43 1I’ensemble des solutions de (H).
Alors 4 est un K espace vectoriel de dimension 7 :

dimHA;=n I

Démonstration
1. S sev de 2(1,F) : vérification facile.

2. Soit ty € 1. Posons
| H: — F
®: { x — X&)
On vérifie facilement que ® est linéaire. Soit Xg € My, 1 (K). Par théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, il existe une et une
seule solution de X :1— My, 1 (K) de (H) telle que X(fp) =X c’est-a-dire telle que D(X) =Xo. Alors @ est bijective.

(COROLLAIRE 12.5 © Structure des solutions de I’équation (E)
L’ensemble .4 des solutions de I’équation avec second membre

(B) :X'=AMX+B(1)
(avec t— A(t) et t— B(#) deux applications continues sur I) est donné par
S =X+Xp | X€ HA}

ol xp est une solution particuliere de # et ol Hy est I’ensemble des solutions de 1’équation homogene x' = A(£)X

associée a E.
\L'ensemble #; est un espace affine non-vide de dimension n dirigé par ;. )

Démonstration
SoitX € . Alors X —X est solution de Hy et donc X € {X+Xq | X € H3}.
Réciproquement, on vérifie que pour tout X € Hj alors X +Xq est solution de (E), c’est-a-dire que X + Xy € .

12.2.2 Equations d’ordre 1 vectorielles a coefficients constants

On considere maintenant A € M, (KK), B: I — M, 1 (K) et
(B) :X'=AX+B(r) (H) :X' =AX
qui s’écrit composantes par composantes :

X (0 =anx () +-+apxn(t) + by (1)
(E) :

x%(t) =amx1(8) +-+++ AppXn (1) + by (1)
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Cas ou A est diagonalisable

On suppose la matrice A diagonalisable dans K,

A=PDP!  ouD=Diag(Ay,...,Apn).

En posant Y = P~!X, 1’équation différentielle (H) : X' = AX devient (H) : Y/ = DY et chaque ligne de ce systéme est une
équation y;. =Ajy; d’ou y;(8) = O(ie)‘it ol a; € K.

PROPOSITION 12.6 © Calcul pratique de #43
Si (X,...,Xy) est une base de vecteurs propres de A ( les colonnes de la matrice P), I’ensemble des solutions de 1’équa-
tion homogeéne X’ = AX s’écrivent :

X(6) = o1 €M Xy + - +aneiX, |

~ T
Démonstration Soit X une solution de (H). Alors Y = P~1X est une solution de (H) et s’écrit Y(t) = [ale)‘lt,...,ane)‘" t) avec
T
ap,...,on € K. Donc X(£) = P(oqe)‘1 ‘,...,(xne)‘"t) = eMIX] +-- +apetntX,.

Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions de (H).

Exemple 12.3 1 Résolvons le systeme

/

X =2x+y
Yy =x+2y

1 1
-1 1

So|lution : A= (?

1) est symétrique réelle donc diagonalisable. yo(X) = X-1)(X—-3), P = ( ) Y=PIX,

2
A

{x(t) =ae! +pe’!

X(f) = ae’

y(t) =-oae’ +pe

Cas ou A est trigonalisable

Lorsque le polyndme caractéristique de A est scindé, la matrice A est trigonalisable : il existe T € I, (K) triangulaire
supérieure et P € GL,, () inversible telle que A=PTP~!. En posant Y = P~!X, on se ramene 2 résoudre un systéme

Y =TY +B (1)

ot By () = P~'B(#). On commence par résoudre la derniére ligne, et en reportant dans les lignes supérieures, on résout de
proche en proche toutes les équations différentielles.

Exemple 12.4 1 Résoudre



dﬂlution g

XaX) = (X-2)
An trigonalise A. E(2) = Vect(1,1).

Hi posantY =P~ X, Y = (Z),

U =2u-v+1
v =2v+t+1

RxX] — RyulX]

P — . P _op est un isomorphisme),

Bn cherchant une solution particuliére polyndémiale (¢ : {

1 1
u(t) =Be? —Ate?l——t——

1 1
v(t) =Ae?——t+-
2 4

eZZ

—t92[ 2
+A( 2! )+B eZZ); (A,B) e R}

1,1
yz{tﬁ(—%m%

12.3 Equations différentielles linéaires du second ordre

Soit I € R un intervalle et des fonctions a,f,Y, g : I— K continues (K =R ou C). On considere 1’équation différentielle

B :a@®x"+px" +y)x=g(1)

[DEFINITION 12.4 © Solution d’une équation différentielle du second ordre linéaire
Une fonction x:I— K est une solution de I’équation (E) si :

1. x est deux fois dérivable surI;

2. Veel, a(®O)x"(6) + ()X (1) + y(£) x(1) = g(¥1).

-

PROPOSITION 12.7 © Equation normalisée
Si a ne s’annule pas sur I, les solutions de (E) sont les mémes que celles de 1’équation normalisée

(En) X" (D+a)x' () +b(Ox(t) = f(1)

ou a(t) = a0’ b(t) = «() et f(1) = et

.

Démonstration Par un calcul direct.

Remarque 12.5 Dans la suite, on ne s’intéresse qu’a une équation normalisée
E) :x"+a)x +b(Dx= f(1)

et I’équation homogene associée :
H) X"+ a@®x' +bH)x=0

([PROPOSITION 12.8 © Systeme différentiel d’ordre 1 associé
Soit x:1— R une fonction deux fois dérivable sur I. On pose

I — 9i1(K)
X

x(1)
L (x’m)




Alors x est solution de (E) si et seulement si X est solution du systeme différentiel d’ordre 1 :

0 1

B - I _
E) : X_(—b(t) —a(1)

Jxs

7to)

Démonstration
On suppose que x est solution de (E). Posons X = (x,x’)T. Alors pour tout t€l, ona:

X' (1) = X0 _ X' (1) (0 1
W@ T \—axX O -bx@)+ f(@)) T \=b(t) -a(®

X (f(()t))

et donc X est solution de (E).
Réciproquement si X = (x, x’)T est solution de (E) alors pour tout t € I, X" () + a(t)x' + b(H)x = f(1) et x est solution de
(E).
Remarque 12.6  Plus généralement, si I’on considere une équation différentielle linéaire d’ordre n
B) :x™ + a1 (X" Y 4+ ag(Dx = f(1)
ol ay,..., an:1— K sont des fonctions continues, en posant
x(1)
x'(1)
X(n) =
x(ﬂ—l) (t)

la fonction x : I — K (n fois dérivable sur I) est une solution de (E) si et seulement si la fonction X : I — 91,1 (IK) est
solution du systeme différentiel d’ordre 1 :

1
0
0 0 1 0
X' =A(OX+B(f) ouA(t) = ' 0 et B(?) =
0 1 [0
—ap(t) —ai(t) ... —ap1(r) —au(r)

On reconnait la matrice compagnon du polyndme P(X) = X" + a,,— Xy X+ ape €0 [X] et, par la proposition
?? page ??, on sait que xan X) =PX).

THEOREME 12.9 © Cauchy-Lipschitz linéaire
Soient a, b € €°(), soit fp €1 et (ap, a7) € IK2. 11 existe une unique solution x du probleme de Cauchy :

X'+a®)x'+b()x=f
x(tp) = g

x'(tp) = oy

Démonstration Considérons le probléme de Cauchy pour le systéme d’ordre 1 :

X! =A()X+B()
o
aq

1. Soit x une solution de (C). On montre que X = (;C,) est solution du probléme de Cauchy (C") d’otr I'unicité grice a I’unicité

du probléme de Cauchy (C”)

X(tg) =

x1(1)
x2(2)
et que xi = X2, X = x1 est deux fois dérivable sur 1. De plus, x vérifie bien I’équation différentielle et les conditions initiales.

2. Le probleme de Cauchy (C’) posséde une solution X(t) = ( ) Posons x(t) = x1(t). Comme x] et xp sont dérivables sur 1,



Remarque 12.7  De méme pour une équation linéaire d’ordre n, le probleme de Cauchy admet une unique solution
avec les conditions initiales x(t) = xo, X' (o) = x1, - .., XV (10) = xp—1.

12.3.1 Equation homogéne

(COROLLAIRE 12.10 © Structure de Fa

1. L’ensemble .43 des solutions de 1’équation homogene est un K-espace vectoriel de dimension 2.

2. L’application
o | — K2
Pl ox = (x(t), X (1)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration
1. Vérifier que 43 est un sev de 92 (I, K).
2. Vérifier que @y, est linéaire.

3. D’apres Cauchy-Lipschitz, ®y, est un isomorphisme d’ot dim S = 2.

Remarque 12.8  Pour une équation différentielle linéaire d’ordre n, I’ensemble des solutions de 1’équation homogene
est un K espace vectoriel de dimension n.

12.3.2 Résolution de I’équation avec second membre

On s’intéresse maintenant a 1’équation différentielle avec second membre :

E) :x"+a)x' +b(H)x= f(D)

THEOREME 12.11 © Structure de %4
L’ensemble . des solutions de (E) est un plan affine. Si I’on connait une solution particuliere X de E, alors

S = {t— %) + Ax1 () + Bxa(0); (A,B) € K%}

ou (x1,x2) est une base de HAy.

Démonstration Par une double inclusion facile.

(PROPOSITION 12.12 @ Superposition des solutions h

On considere une équation différentielle
n

@ :x"+a(Ox' +bH)x=_ fi(t)
i=1
Si x; est une solution particuliere de 1’équation
(E7) X" +a(O)x' +b(Ox= f;(1)
n
alors la fonction x = Zx,- est une solution particuliere de (E).
\_ i=1 J

Démonstration Facile.

Remarque 12.9  On peut trouver une solution particuliere d’une équation différentielle linéaire du second ordre quand
on connait une solution ne s’annulant pas de 1’équation homogene associée.
Soit I’équation différentielle avec second membre :

E) :x"+a®)x' +b(t)x= f(1)

ol ab,fe ¢9(1,K). On suppose que :

@ y1 :1— K est une solution de (H) : x” + a(f)x’ + b(#)x = 0 qui ne s’annule pas sur L.
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On peut chercher une solution particuliere de (E) sous la forme y = yjzou z€ € 2(1,K).
On a alors équivalence entre :

1 yestsolutionde (E);

2 zestsolution de
nz"+ @Ry +ayz =f

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

La fin de cette section est hors programme et est donnée a titre de compléments.

THEOREME 12.13 © Variation des constantes
Soit (x1,x2) une base de #;. On cherche une solution particuliere X de I’équation avec second membre :

EB) :x"+a®)x +b(Hx=f

sous la forme

X)) =AD)x1 () + u(x2(8)

T (1) = N0)x () + p() x5 (1)

ou A, 1 sont deux fonctions dérivables sur I. La fonction x est une solution particuliere de (E) si et seulement si Vz €1,

NOxi()+p' (Dx(0) =0
NOx )+ (Ox (0 =)

Démonstration On se rameéne au systéme différentiel (#) associé a I’équation différentielle (E) :

o) — _[(y® [ 0 1 (o
() :X'(1) = A()X(t) +B(r) avec X(1) = (z(t))' A(r) = (—b(t) —a(t)) et B(r) = (f(t))
On sait que I’espace des solutions de I’équation homogeéne est Vect (X (1),X2 (£)) avec X; (£) = (38) pouri=1,2.
i

On cherche alors une solution particulére de & sous la forme X : t — A(£)X1 () + u()X2 (f) avec A, i dérivables sur 1.
On a alors les équivalences :

Xp est solution particuliere de .
=X (1) =AXo() +B
=N OX1 () + 1 (0X2(0) + AOX] (1) + pOX (1) = A0 (AOX1 (5) + p(DX2 (1) + B(2)
=N (0X1 () + ' (DX2 (1) = B(1)

carXj et Xy sont solutions du systéme homogéne X' = AX.
NOx O+ Ox() =0

On en tire que xp = A(8)x1 (1) + u(2)x2 (¢) est solution particuliére de (E) si et seulement si .
N(@xy 0+ (Dx2(0) = f(0)

Remarque 12.10  Pour tout ¢ € I, le systeme précédent d’inconnues A’(¢) et ' () posséde une unique solution, puisque
le déterminant de ce systeme est le wronskien w(t) # 0. On peut donner une forme explicite de la solution particuliere :

t —
y(t)=f Xx1(8)x2 (1) xz(S)xl(t)f(s) ds

w(s)

PLAN 12.3: ‘ Pour résoudre une équation (E) : x” + a(t) X’ + b(t) = f(t) !

Pour résoudre une équation
E) :x"+a®x +b() = f(1)

1. Résoudre d’abord I’équation homogéne associée
H) :x"+a(0x'+b(t)=0

2. Chercher une solution particuliére de I’équation avec second membre
— Y a-t-il une solution évidente ?
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— Peut-on appliquer le principe de superposition des solutions ?
— Si on ne voit pas de solution évidente, appliquer la méthode de la variation de la constante.

DEFINITION 12.5 © Systeme fondamental de solutions

On appelle systeme fondamental de 1’équation différentielle (E), toute base de A;.

(DEFINITION 12.6 © Wronskien h
Soient (xy,...,xy,) n solutions de I’équation homogene (H) et f une base de F.
1. On appelle matrice wronskienne du systeme de solutions, la matrice
W(1) =Mats(x1(8),..., x,(8))
2. Le déterminant de cette matrice s’appelle le Wronskien du systeme de solutions :
w(r) = djgt(xl(t),...,xn(t))
\ Y,

THEOREME 12.14 © Liberté d’un systeme de solutions
Soit (x,...,X,) un systtme de fonctions I — E solutions de I’équation homogene (H) et w(f) le Wronskien de ce
systeme.

1. @Anel, w) =0) < (Vrel, w(r)=0)

2. (x1,...,%,) est un systeme fondamental de solutions si et seulement s’il existe #p € I tel que w(#p) # 0.

Démonstration

1. (i) = (i) est évident. Si w(ip) =0, (x1(f),..., Xn (1)) est li€ dans F donc il existe (A1,...,An) € K" tels que
A1x] (fg) +---+ )\nxn(to) =0

Posons y=A1x1 +-+++Apxp. y € Hg et y(ty) = 0. Par unicité de la solution du pb de Cauchy, y est la fonction nulle. Donc
Vtel,
Ax1(®)+--+Anxp () =0
etdonc Vtel, w(t) =0.
2. S’il existe ty € I tel que w(ty) =0, on a vu que (xy,...,Xy) était lié dans Fletla réciproque est immédiate. Donc (x1,...,Xp)
est un systeme fondamental si et seulement si Vt €1, w(¢) # 0 ce qui est équivalent a dire qu’il existe ty € I tel que w(ty) # 0.

(LEMME 12.15 Q )
Dérivation d’un déterminantSoient x;,...,x; : I— F n fonctions vectorielles dérivables. La fonction
‘ { I — R
Pt — detpa(d),..., xa(0)

est dérivable sur I et Vi el,

n
(P,(t) = Z d]?t(xl(t)’---;xj—l(t)’x}(t);xj+1(t);---)xn(t))
j=1

Démonstration Comme det(A(?)) = Z €(0)ag(1),1(8)... Ag(p),n (1) On utilise la dérivation d’un produit :
oeS()n]

n
(al...,an)'z Zal...a}...an
j=1

LEMME 12.16 OQ
Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, u € £(F) et (x1,...,Xx,) € F".

n
Y det(xi, ..., Xj_1, U(x}), Xjs1,..., Xp) = Tr (u) det(xy, ..., xp)
= I

12



E" — K

Démonstration ¢: { est une forme n-linéaire alternée. Si xj. = x,

n

(X1yeeerXpn) +— Z dgt(xl,...,u(xl-),...,xn)
i=1

OX1yeey Xfreer Xy ey Xpr) =dgt(xl,...,u(xk),...,xl,...,xn)+dgt(x1,...,xk,...u(xl),...,xn) =0

11 existe une constante o € K telle que pour tous (xy,...,Xn), (x1,...,X,) = dete(x1,...,Xp). En prenant (x1,...,Xxp) = (e1,...,en),

n
Z dgt(el,...,u(el-),...,en) =Tr(uw)
i=1

THEOREME 12.17 © Expression du Wronskien
Soient (xp,..., %) un systeme fondamental de solutions de 1’équation différentielle homogene x' = a(#)(x). On note
w(t) = detf(xl(t),...,xn(t)) le wronskien. Alors si fy €1,

fr; Tr (a(s)) ds

Vtel, w(t) = w(ty)e

E" — K

Démonstration ¢: { est une forme n-linéaire alternée. Si xj. = x,

n
(X1yeeerXpn) +— Z dgt(xl,...,u(xl-),...,xn)
i=1

OX1, ey Xfyeear X]yee s Xn) =dgt(xl,...,u(xk),...,xl,...,xn)+dgt(x1,...,xk,...u(xl),...,xn) =0

11 existe une constante o € K telle que pour tous (xy,...,Xn), (x1,...,X,) = dete(x1,...,Xp). En prenant (x1,...,Xxp) = (e1,...,en),

n
Z dgt(el,...,u(el-),...,en) =Tr(uw)
i=1

12.3.3 Résolution de I’équation différentielle homogene du second ordre a coefficients constants
dans C

On considere dans tout le reste de cette section I’équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants :

(B) : ax"+bx' +cx=0

C o . x 0
avec a,b,c € C et a # 0 qui s’écrit vectoriellement X' = AX avec X = (x’) etA= ( ¢

a

NS
—_—

On rappelle que :

DEFINITION 12.7 © Equation caractéristique
L’équation complexe a X? + b X + ¢ = 0 est appelée équation caractéristique de I’équation différentielle (E).

On remarque que I’équation caractéristique de E s’écrit exactement xa (X) = 0 oll x4 est le polyndme caractéristique de A.
Les racines de I’équation caractéristique de (E) sont les valeurs propres de A.
On a alors le théoréme :

THEOREME 12.18 QOO0 Résolution d’une équation du second degré a coefficients constants dans C
Considérons a, b, c € C avec a # 0 ainsi que (E) I’équation différentielle donnée par :

ay”" +by' +cy=0

Notons A le discriminant de son équation caractéristique.

1 Si A#0, ’équation caractéristique de (E) possede deux racines distinctes rj et r» et les solutions de (E) sont les
fonctions

(R — C
(P(x,ﬁ . r — (Xerlt+ﬁer2t

oua,peC.
2 Si A =0, I’équation caractéristique de (E) admet une racine double r et les solutions de (E) sont les fonctions

(R — C
Pap) ¢ (axr+p)e""

ouq,pecC.
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Démonstration
On peut utiliser le fait que I’espace des solutions de 1’équation diftérentielle est de dimension 2 et remarquer que les deux fonctions :
— t—elttett—e! danslecas A#0;
— t—e'lett—te' danslecas A#0;
sont linéairement indépendantes et forment donc une base de I’espace des solutions.
On peut aussi procéder plus directement comme suit (ce qui présente 1’avantage de ne pas utiliser le théoreme portant sur la
dimension de I’espace des solutions qui est conséquence du théoreme de Cauchy pour les systémes linéaires que nous avons
admis) :

— Si A #0 alors xa admet deux valeurs propres distinctes 11, r2 € C et, par condition suffisante de diagonalisabilité, A est
diagonalisable. Il existe donc P € GLy(C) telle que Diag(r1,r2) = P~1AP. Par la proposition[I2.8 page[@ on sait que si X,
et X, sont les vecteurs colonnes de P (c’est-a-dire les vecteurs propres de A) alors les solutions de I’équation homogene
X'(t) = AX (1) s’écrivent X(t) = &1e" Xy +dpe’2!X, oil &1,& € C. On en déduit que x(1) = aye™ ! +aze™? o1 ay,ap € C
est solution de (E). On vérifie réciproquement que toute fonction de cette forme est solution de (E)..

— Si A =0 alors xp admet une unique racine double r € C. Comme xa est scindé sur C, A est trigonalisable et il existe

T= (g I) €M, (C) o1 Y C et P e GLy(C) telles que T = P~1AP. Nécessairement, y # 0 car sinon A serait semblable 4 I

ce qui n’est pas le cas. Posons X = P~1X. L’équation différentielle X' = AX est alors équivalente 2 X' = TX et si X = (;1),
2

cette dernicre équation différentielle s’écrit :
{xi =i +Yh
X, =1k '
II vient alors %, = ae’’ et )"ci =r¥% +aye’!. On résout cette équation différentielle linéaire du premier ordre avec second
membre et on trouve %1 = ae’! +pte’! o & p € C. On note X1 et X les deux vecteurs colonnes de P. Alors X est solution
de X' = AX si et seulement si il existe 6(,[3) eC tels que X = ae’ Xy + Bte”Xz et x est solution de (E) si et seulement si il
existe a,p € C tels que x(1) = (ar+p)e’.
Prouvons alors le théoreme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants.

N

(PROPOSITION 12.19 © Théoréme de Cauchy
Soient (fy, ¥o, ¥1) €I x C x C. Soient a, b, c € C avec a # 0 et (E) I’équation différentielle :

VieR, ay’ ()+by (D+cy(®)=0

Il existe une unique solution ¢ de (E) vérifiant les conditions initiales (fo, yo, 1), ¢’ est-a-dire telle que a la fois @ () = yo
et @'(to) = y1.
|\

J

Démonstration On va faire la démonstration dans le cas ou le discriminant de 1’équation caractéristique associée a (E) est non
nul. Dans le cas ou ce discriminant est nul, la démonstration est identique. Les solutions de (E) sont les fonctions : ¢ :R— C,t —
cret + cye™! o1 ry et rp sont les deux racines de 1’équation caractéristique et oll ¢ et cp sont des complexes. Montrons qu’il
existe une et une seule solution g vérifiant les conditions initiales : @g(fo) = Yo et(p{)(to) = y1. Le couple (c1, c2) doit étre le couple
solution du systéme :

xe110 4 yel2l0 = y,
xr1e0 4 yroe2 =y,

Ce systeme posséde bien une et une seule solution car son déterminant

el1lo e2lo

(r1+r2)t
Tty

_ (rn+r2)t _ (ri+r2)t
=roe -re =(rp—-ry)e
re rzerzl‘() 2 1 (r2 1)

est non nul. Ce qui prouve la proposition.

12.3.4 Résolution de I’équation différentielle homogeéne du second ordre dans R

THEOREME 12.20 Q00 Résolution des équations différentielles du premier ordre dans R
Considérons a, b, c € R avec a # 0 ainsi que (E) I’équation différentielle donnée par :

VteR, ay' ()+by (O)+cy(®)=0

Notons A le discriminant de I’équation caractéristique associée a (E).
— Si A >0, I’équation caractéristique de (E) possede deux racines réelles distinctes r; et r» et les solutions de (E)
sont les fonctions :

(R — R
Pap - t — ogent +ﬁ€r2t

ouq,p eR.
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— Si A =0, ’équation caractéristique de (E) admet une racine double r et les solutions réelles de (E) sont les
fonctions :

(R — R
Pop:y) 4 (ar+p)e™

ou o, P eR.
— Si A <0, I’équation caractéristique de (E) admet deux racines complexes conjuguées r + iw et r —iw et les
solutions réelles de (E) sont les fonctions :

(R — R
Pap) ¢ [acos () +Psin(wd)] e’

ouq,p eR.

Démonstration

— Les deux premiers cas se traitent comme dans le cas complexe.

— Supposons que le discriminant soit négatif et donc que 1’équation caractéristique de (E) possédent deux racines complexes
conjuguées : r + iw € C. Par application du théoréme complexe [I2.18| page les solutions de (E) sont de la forme
£ A eI 4 Ny T=10)t o3 A1 A5 € C. Les fonctions t — e"fcoswr (A\; =1/2, A\p =1/2) et t — €' sinwr (\; = 1/2,
A2 = —1/2) sont donc solutions de (E) ainsi que toutes leurs combinaisons linéaires. Réciproquement, si @ est une solution
réelle de (E), alors il existe A1,z € C tels que ¢ s’écrit @ : t — Ay e O A, =10 Comme f est réelle, elle est égale
a sa partie réelle et il vient :

)\le(r+iw)t + )\ze(r—im)t + }\le(r+iw)t + )-\Ze(r+iw)t)

2(
|
|

N =N =N~

1]
=]
)

(
(
(()\1 n 5\2) e(r+iw)t)
(

= Re(A;+Az)e" coswt+Im(A; +Az) e sinwt
e —

|

aeR pPeR

Ce qui prouve la formule annoncée.

| Remarque 12.11  Dans le cas réel, Sg (E) est encore un R-espace vectoriel de dimension 2.

Exemple 12.5 Résolvons dans R I’équation différentielle y” = w?y oll w € R*. Son discriminant réduit est w? > 0.
Les racines de 1’équation caractéristique sont donc +w et les solutions de 1’équation différentielle sont les fonctions :
t— ae® +pe " avec o, P e R.

Exemple 12.6 Résolvons maintenant, toujours dans R, 1’équation différentielle " = —w?y ot w € R*. Son discriminant
réduit est w? < 0. Les racines de I’équation caractéristique sont +iw et les solutions de 1’équation différentielle sont les
fonctions : ¢t — acos (wx) +Psin (wx) avec o, P € R.

12.3.5 Equation différentielle du second ordre i coefficients constants avec second membre

On considere dans toute la suite une équation différentielle du second ordre a coefficients complexes
viel ay"+by ()+cy®=d(t) (E)

oua,bceC,a#0etd:I— C. On admettra les résultats suivants :

PROPOSITION 12.21 ©
Toute solution de (E) est somme d’une solution particuliere de 1’équation homogene associée a (E) et d’une solution
particuliere de (E).
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(PROPOSITION 12.22 Cas oil d est une fonction polynomiale
On suppose que d est une fonction polynomiale. Alors (E) possede une solution particuliere de la forme :

— Qsic#0.
— tQsic=0etb#0
— PQsib=c=0.

Lot Q est une fonction polynomiale de méme degré que P.

(PROPOSITION 12.23 Cas ot d = Pe™! )

On suppose que d est de la forme d : £ — P (z) ™ ou P est une fonction polynomiale et ot m € C. Alors (E) possede
une solution particuliere de la forme :
— Qe™! si mn’est pas une racine de aX? + bX+c =0
— tQe™! si m est une racine simple de aX? +bX+c=0
— 1?Qe™! si m est une racine double de aX? + bX+c=0
Lot Q est une fonction polynomiale de méme degré que P.

P
PROPOSITION 12.24 Cas ou d est une combinaison linéaire de fonctions sin et cos
Soient Ny, N2, a, b, c,w € R avec w # 0. L’équation

Viel,ay' (1) +by (£)+cy(t)=[nicos(p) +nz2sin(wt) | (E)

kadmet une solution particuliere sur I de la forme ¢ — 1 cos(w?) + 2 sin(w?) ou yy, H2 €R.

Démonstration Soit @y : t — 1 cos(wt) + p2 sin(w?). On a la série d’équivalences :

@ est solution de (E)
< Vrel, agq(0)+bgg (1) +cgo (1) =11 cos(wt) + Ny sin (w1)

— Vtel, ((1 —wz) M1 +wp2) cos(wi) + ((1 —wz) M2 —wpl) sin(w?) =njcos(wt) + e sin(wt)

PN {(l—wz)uﬁwzuz =n1
—opp+(1-0%)uz =

Le déterminant de ce systéme est (1 - wz) +w? #0 et le systéme posséde toujours un couple solution. L'équation (E) admet donc
toujours une solution de la forme indiquée.

Exemple 12.7 Résolvons (E) : y”"—y' —2y=3e!+ r dans R. Le discriminant de 1’équation caractéristique associée a
I’équation différentielle y” —y'—2y = 0 est 9. Ses deux racines sont —1 et 2. Les solutions de cette équation sont donc les
fonctions 7— ae™" +Be?’. Cherchons une solution particuliere de (E') :  y” —y'—2y = 3e".Par application du critere
[[2.23] comme —1 est une racine de I’équation caractéristique, il faut chercher cette solution particuliére sous la forme
t— ate”"'. En injectant cette fonction dans I’équation différentielle (E’), on trouve a = —3/2. Cherchons maintenant une
solution particuliere de (E”) : y”—y'—2y = t. La forme du second membre nous invite a utiliser le critere et
a chercher cette solution particuliere sous la forme ¢ — bt + c. Par la méme méthode que précédemment, on trouve :
b=-1/2 et ¢ = 0. Le principe de superposition nous permet alors d’affirmer que ¢ — —1/2¢ —3/2e~! est une solution
particuliere de (E). Enfin, les solutions de (E) sont les fonctions ¢ — ae™! +pe?! —1/2t —3/2e~" ot o, € R.

12.3.6 Changement de variables dans les équations différentielles d’ordre 2

On considere une équation différentielle sur un intervalle I :
(E) :x"+a®x' +b®)x= f(1)

soit ¢ : I — J un €2-difféomorphisme. On pose y = xo ™! :J — K. La fonction x est solution de (E) si et seulement si la
fonction y est solution d’une autre équation différentielle (E') linéaire du second ordre. En choisissant convenablement ¢,
on peut espérer se ramener a une équation plus simple. Connaissant la fonction y, on retrouve la fonction x = yo .

Exemple 12.8 Résoudre sur I =] —nt/2,7/2[, I’équation différentielle
(B) : x" +tan(f)x’ —cos® tx=sinr—sin’ ¢

avec le changement de variables s = sin(#).
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.Ja'lution : Lafonction@: { L

— ]

t — sint

F xo Lp‘l, Vtel, x(t) = y(sint), y(s) = x(arcsins). On calcule pour t €1,
x' () =y (sint)cost x"(t)=y"(sint)cos® t—y'(sint)sin ¢t
v doit vérifier Vit el,
y"(sin £) cos® t — cos® ty(sin t) = sin t —sin” ¢
bnc VseJ,
Y-y =s
N résout sur ] cette équation différentielle et on trouve

y(s)=Ae*+Be ¥ —s

x(f) = Ae®™ + Be SN _gint

réalise un €2 -difféomorphisme de 1 =] —n/2,n/2[ vers] =]—-1,1[. En posant

12.4 L’essentiel

Savoir résoudre une équation linéaire du premier ordre avec la variation de la constante.

Comprendre le raisonnement pour les équations non normalisées.

AR S

Equations différentielles du second ordre

17

Systemes différentiels X' = A(£)X : connaitre les propriétés théoriques (structure de ., , variation des constantes).

Systemes X’ = AX : connaitre I’expression des solutions dans le cas ou A est diagonalisable.
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