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0.1 Suites et séries

0.1.1 B - Suites et séries de fonctions

L’objectif de ce chapitre est de définir les modes usuels de convergence d’une suite et d’une série de fonctions et de les exploiter

pour étudier la stabilité des propriétés de ces fonctions par passage à la limite. En prolongement du chapitre sur les espaces vectoriels

normés de dimension finie, un lien est établi avec l’utilisation de la norme de la convergence uniforme.

Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R ou C.

CONTENUS CAPACIT?S & COMMENTAIRES

a) Modes de convergence d’une suite ou d’une série de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme d’une suite de
fonctions.
La convergence uniforme entraîne la convergence simple.
Norme de la convergence uniforme sur l’espace des fonctions
bornées à valeurs dans R ou C.
Convergence simple, convergence uniforme, convergence nor-
male d’une série de fonctions.

Pour établir la convergence normale de
∑

fn , les étudiants
doivent savoir utiliser une série numérique convergente

∑

αn

majorante, c’est-à-dire telle que pour tout n, ‖ fn‖∞ Éαn .
La convergence normale entraîne la convergence uniforme.

b) Régularité de la limite d’une suite de fonctions

Continuité de la limite d’une suite de fonctions :
si ( fn ) converge uniformément vers f sur I et si, pour tout n,
fn est continue sur I, alors f est continue sur I.

Adaptation au cas où la convergence est uniforme sur tout seg-
ment de I.

Interversion limite-intégrale :
si une suite ( fn ) de fonctions continues converge uniformé-
ment vers f sur [a,b] alors

∫b

a
lim

n→+∞
fn (t )dt = lim

n→+∞

∫b

a
fn (t )dt .

Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions :
si ( fn ) est une suite de fonctions de classe C

1 sur I qui converge
simplement sur I vers f et telle que la suite ( f ′n ) converge uni-
formément sur I vers h, alors f est de classe C

1 sur I et f ′ =h.

Adaptation au cas où la convergence est uniforme sur tout seg-
ment de I.

Extension aux fonctions de classe C
k . Les étudiants peuvent appliquer directement le théorème

concluant au caractère C
k de la limite sous l’hypothèse de

convergence simple des ( f
( j )

n ) pour 0 É j É k −1 et de conver-

gence uniforme de ( f (k)
n ) sur tout segment de I.

c) Régularité de la somme d’une série de fonctions

Continuité de la somme :
si

∑

fn converge uniformément sur I et si, pour tout n, fn est

continue sur I, alors
+∞
∑

n=0
fn est continue sur I.

Adaptation au cas où la convergence est uniforme sur tout seg-
ment de I.



CONTENUS CAPACITÉS & COMMENTAIRES

Intégration terme à terme d’une série de fonctions :
soit ( fn ) une suite de fonctions continues sur [a,b]. Si la série
∑

fn converge uniformément sur [a,b] alors la série des inté-
grales est convergente et on a :

∫b

a

+∞
∑

n=0
fn (t )dt =

+∞
∑

n=0

∫b

a
fn (t )dt .

Dérivation terme à terme d’une série de fonctions :
soit ( fn ) une suite de fonctions de classe C

1 sur I. Si la série
∑

fn converge simplement sur I et si la série
∑

f ′n converge

uniformément sur I, alors
+∞
∑

n=0
fn est de classe C

1 sur I et sa

dérivée est
+∞
∑

n=0
f ′n .

Adaptation au cas où la convergence est uniforme sur tout seg-
ment de I.

Extension aux fonctions de classe C
k . Les étudiants peuvent appliquer directement un théorème

concluant au caractère C
k de la somme.

e) Suites et séries de fonctions intégrables

Théorème de convergence dominée :
Si ( fn ) est une suite de fonctions continues par morceaux sur
I convergeant simplement sur I vers une fonction f continue
par morceaux et telle qu’il existe une fonction ϕ continue par
morceaux et intégrable sur I vérifiant | fn | Éϕpour tout n, alors
les fonctions fn et f sont intégrables sur I et :

∫

I
fn (t )dt −−−−−−→

n→+∞

∫

I
f (t )dt .

Démonstration hors programme.
L’hypothèse de continuité par morceaux de f , imposée par les
limitations du programme, n’a pas l’importance de l’hypothèse
de domination.

Théorème d’intégration terme à terme :
Si ( fn ) est une suite de fonctions continues par morceaux et
intégrables sur I, telle que la série

∑

fn converge simplement
vers une fonction f continue par morceaux sur I et telle que la

série
∑

∫

I
| fn (t )|dt converge, alors f est intégrable sur I et

∫

I
f (t )dt =

∞
∑

n=0

∫

I
fn (t )dt .

Démonstration hors programme.
L’hypothèse de continuité par morceaux de la somme, impo-
sée par les limitations du programme, n’a pas l’importance de

l’hypothèse de convergence de
∑

∫

I
| fn |.



Les étudiants profiteront de ce chapitre pour très opportunément ré-
viser :

1. Le chapitre sur les intégrales généralisées

2. Le chapitre sur les séries numériques.

3. La fiche de synthèse sur les inégalités classiques ci-dessous.

On s’assurera en particulier que les élèves maîtrisent les encadrement
pour les restes et les sommes partielles d’une série alternée satisfaisant
les hypothèses du critère spécial.
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